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✶✵✳✷ ▲❡ ❝❛s λ− ω ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
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✶✶✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✻✺
✶✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
✶✶✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r1(0) = r2(0) ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
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✶✷ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
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■❱ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉P ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✽✸
✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
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✶✻✳✷ ❆ttr❛❝t❡✉rs✱ st❛❜✐❧✐té ❡t ❜❛ss✐♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 1 ✶✶✾
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❱ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s
✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡
❈❛s ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té
s♣❛t✐❛❧❡ ✶✷✾
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❱■ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❡♥ s❛❧✈❡s ❝❡♥✲
tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡
❈❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉P ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é✲
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❆ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠é✲
r✐q✉❡s ✶✼✶
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❆✳✷ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
❆✳✸ ❙❝❤é♠❛ à ♥❡✉❢ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✺
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶

✸❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ■❧ s✬❛♣♣✉②❡ s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞✬✉♥✐❝✐té ❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬ ❊❉P✳ ❉❛♥s ❧❡s
❛♥♥é❡s ✶✾✺✵✱ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡② ♦♥t ré✈♦❧✉t✐♦♥♥é ❧✬é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ré❛✲
❧✐s❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✭✈♦❧t❛❣❡ ❝❧❛♠♣✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✭❡t ❝✬❡st ❝❡
q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✮ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡ ❢♦♥❞é❡ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❞❡s ét✉❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉ssé❡s ❡t s✉r ❧❡ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s
s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✭❞❡ t②♣❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✮✳
❈♦♥ç✉ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉① ♥❡r✈❡✉① ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①♦♥❡
❣é❛♥t ❞✉ ❝❛❧♠❛r✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡② s✬❡st ✈✐t❡ ét❡♥❞✉❡ à ❧✬é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡
❝❛r❞✐❛q✉❡ ♣✉✐s ❛✉① ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❛✉ss✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✐♥s♣✐ré ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞②✲
♥❛♠✐q✉❡s ❝❛❧❝✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s r②t❤♠❡s ❞✉ ✈✐✈❛♥t✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❡s r②t❤♠❡s ❤♦r♠♦♥❛✉① ✭❛①❡ ❤②♣♦t❤❛❧❛♠♦✲❤②♣♦♣❤②s❛✐r❡✱
❝❢ ❬✶✻❪✮✳
▲❡ ❜♦♥ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧❡♥t❡✲r❛♣✐❞❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❞❡ ✈❛♥
❞❡r P♦❧ ✭❝❢ ❬✻✽❪✮ ✭❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦✮✳ ❙♦♥ ét✉❞❡
❡st ✭❞❡♣✉✐s ▲❡❢s❝❤❡t③ ❬✹✸❪✮ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ r❡♣ér❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❡t ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥té❣ré❡s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❱❛♥ ❞❡r P♦❧ ✭❝❢ ❬✻✾❪✮ s✬❡st très ✈✐t❡ ✐♥tér❡ssé ❛✉ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✳
▲✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❢♦r❝é ❛ été ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❛r ▼✳ ❈❛rt✇r✐❣❤t ❡t ❏✳ ▲✐tt❧❡✲
✇♦♦❞ ❬✶✷❪✳ ❉❡✈❛♥t ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✱ ▲❡✈✐♥s♦♥ ❬✹✺❪ ♣r♦♣♦s❛ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡
✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s❡ ré✈é❧èr❡♥t ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛✉① ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧s s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❤♦rs❡s❤♦❡
❞❡ ❙♠❛❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡st ❛✉ss✐ r❡♣r✐s
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s très s♦✉✈❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ✿ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧ ✭s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ♣ ✹✽✮✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ♣r✐s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛
❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭❵♠♦❞è❧❡ λ−ω✬✮ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s②stè♠❡ ✭✶✸✮✱ ♣ ✻✸✮✳
❈❡ q✉✐ ❡st ❞✐s❝✉té ✐❝✐✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ t②♣❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ✭♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❞✐s✲
❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✷✮ ❡t ✭✶✸✮✮✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
❞❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛tt❡r♥s ✭q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛ttr❛❝✲
t❡✉rs ❞❡s s②stè♠❡s ✭✶✷✮ ❡t ✭✶✸✮✮ ❞✉ t②♣❡ ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st s✉rt♦✉t ❝♦♥st✐t✉é❡
❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❞✐s❝✉té ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts ❝♦♠♠❡ ✿
✕ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✉r ❧❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s✱
✕ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s✱
✕ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐r♦✐r ❝réé❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ ❛♥t✐♣❤❛s❡✱
✕ ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✭❝❛s ♦ù c ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛
s♣✐r❛❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù c = 0✳
✕ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡
c < −1 ❡t c ♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❛❞éq✉❛t❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ q✉✐ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✹❆ ❝❡tt❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❞❡✉①
♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs
❡♥ ❛♥♥❡❛✉ ✭t❤é♦rè♠❡ ✶✷✮✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✸ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❞❡s ✐❞é❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✺✽❪✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r♦t❛t✐✈❡ ❞❛♥s
✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ N ∗ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ♥❡ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s✱ ❡t s♦✉♠✐s ❛✉①
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬✺✾❪
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ♣♦✉r N ∗N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ λ−ω ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ r❡♥❝♦♥tré❡
s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳
▲❛ ♣❛rt✐❡ ✹ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✭❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮ ♣❛r ❧❛ ✜❜r✐❧✲
❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❧✬é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❬✶✹❪✱ ❏✳ ❏❛❧✐❢❡ ❡t
s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ♦♥t ❢❛✐t ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✐♥ ✈✐tr♦ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉① ❝❛r❞✐❛q✉❡
❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✮ s♦✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ét✉❞❡s ✭❬✶✺❪ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❝✐té❡s✮ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
♣ér✐♦❞✐q✉❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✈❛❣❛❧ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ s✐♥✉s❛❧ ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s
❝♦♥❝❡r♥❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❡✉t ♥❛îtr❡ ❡t
s❡ ♣r♦♣❛❣❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝❡♥tr❛❧ ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ s♦♥ r②t❤♠❡ ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✮✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r
❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ s✉✐✈✐❡ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✉①
❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❡st ❛❧♦rs
ǫut = f(u)− v + α∆u
vt = u− c(x)− δv + β∆v,
❛✈❡❝
x ∈ Ω ⊂ Rn,
q✉✐ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✿
c(x) = 0, x ∈ B(0, r)
c(x) = c0 < −1, x ∈ Ω−B(0, r).
❊t ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❙♦♥ ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rt❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉①
❡①❝✐t❛❜❧❡s ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✱ ♦♥ ❛ ❡①♣❧✐q✉é ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ♣❛r❛✲
♠ètr❡ c0 ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ré❣✐♠❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✈❡rs ❧❡ ré❣✐♠❡ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r c0 = −1✳ P♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✱
♦♥ ❝❤♦✐s✐t c = 0 ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r✳ ❖♥ ✜①❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c(x, y) = c0 ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦✐t ❡①❝✐t❛❜❧❡
✭c0 < −1✱ ❡t ♣❛s tr♦♣ é❧♦✐❣♥é ❞❡ −1✮✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té s♦✐t ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❞❡ ✈❛♥
❞❡r P♦❧✱ s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ▲❡✈✐♥s♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡
❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✭♣♦✉r α = β = 1, δ = 0, ǫ = 0.1✮ ✿
✺✕ s✐ c = −1.5✱ ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✕ ❙✐ c = −1.22✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❡t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✕ ❙✐ c = −1.2188✱ ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s
✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t✱ ♠❛✐s
❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥❡ s❡ tr❛♥s♠❡tt❡♥t ♣❛s ❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳
✕ P♦✉r c = −1.21✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ▲❡✈✐♥s♦♥✳ ▲✬❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣✉✐s ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣❡✲
t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡ ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
❤étér♦❝❧✐♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ > 0✱ ♦♥
♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s (L2(Ω))2✳
❉❛♥s ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s✉✐✈❛♥t ✿
ǫutt = f
′(u)ut − u+ c(x) + ∆u
❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ✿
c(x) = 0, x ∈ B(0, r)
c(x) = c0 < −1, x ∈ Ω−B(0, r).
❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡s ♣♦✉r c0
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1 ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ c0 ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✳
P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ c0✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡rs✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❵❞❡❛t❤✲s♣♦t✬ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t✐♠✉❧✉s
❘❡s♣♦♥s❡ ❘❛t✐♦ ✭❙❘❘✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❝❢ ❬✷✶❪✮ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s
♣❛r ❢♦rç❛❣❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t
♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❡t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ✿
ǫut = f(u)− v + α∆u
vt = u− c(x, t)− δv + β∆v,
♣✉✐s ❧❡ s②stè♠❡
ǫutt = f
′(u)ut − u+ c(x, t) + ∆u
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧✬ét✉❞❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❡t ♦♥
❞é♠♦♥tr❡ ❛✉ss✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ✭δ > 0✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♦♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳
✻❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à s✐♠✉❧❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡t à ❡♥ ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❞é❝r✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ✉t✐❧✐sé ❛✐♥s✐
q✉❡ q✉❡❧q✉❡s t❡sts ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥✉♠ér✐q✉❡✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❞❡ t②♣❡
❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦
✼

✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✾
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿{
ǫut = f(u)− v
vt = u− c ✭✶✮
♦ù ǫ > 0✱ ♣❡t✐t✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✉ t②♣❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧❡♥t❡✲r❛♣✐❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ǫ ❞❡✈❛♥t
❧❡ ut✱ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ❡♥ u ❡t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ❡♥ v✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✭s②stè♠❡
❞❡ ✈❛♥ ❞❡r P♦❧✮ ✿
f(u) = −u3 + 3u
P✉✐s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭s②stè♠❡ ❞❡ ▲❡✈✐♥s♦♥✮✱ ❡t ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ✿
f(u) =


−u− 2 s✐ u < −1
−u+ 2 s✐ u > 1
u s✐♥♦♥
❈❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡t ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥
u = −1 ❡t u = 1✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
c✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ tr❛✈❡rs❡
❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ s✐ |c| < 1✳ ❖♥
❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦s❝✐❧❧❛♥t✳ ❙✐ |c| ≥ 1 ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛✲
t✐♦♥♥♥❛✐r❡ (c, f(c))✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛èr❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t t❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t s❛♥s ❞ét♦✉r ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❡①❝✉rs✐♦♥ ✈❡rs ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é❧♦✐❣♥é❡s ❛✈❛♥t ❞❡ t❡♥❞r❡✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡①❝✐t❛❜❧❡✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❧❛
❝✉❜✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥✜♥ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ❡st
❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❡♥ s❛❧✈❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ λ−ω✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡♥ é♥♦♥ç❛♥t ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s
❝❧❛ss✐q✉❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✿ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✱ ❡t
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇❡♥❞✐①s♦♥✳
✶ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ♦ù f(u) = −u3 + 3u✳
✶✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❣é♥ér❛❧
❖♥ ❞é❝r✐t ✐❝✐ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❝❡ q✉✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✳ ❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱
♦♥ s❡r❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts✳
✶✵
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐ |c| ≥ 1
❖♥ ♥❡ tr❛✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù c < −1✱ ❧❡ ❝❛s c > 1 ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡t s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r s②♠étr✐❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥
❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ (u(0), v(0))✱ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳
❆❧♦rs
✕ s✐ (u(0), v(0)) ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛
❝✉❜✐q✉❡✱ f(−1) = −2✱ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ u(0) < −1 ❡t f(u(0)) > v(0) >> −2✮✱ ❛❧♦rs ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ (c, f(c))✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
❛✉ ❞é♣❛rt ♦♥ ❛ ut > 0✱ vt < 0✱ ❡t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞ ❛❧♦rs ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱
s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡ ✭❱♦✐r ✜❣✉r❡ ✶❛✮✳ ❖♥ ét✉❞✐❡r❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s à ✈❡♥✐r✳
✕ s♦✐t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t (u(0), v(0)) ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛✐❧❧❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ u(0) < −1 ❡t v(0) < f(−1) = −2✮✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❢♦✐s
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❜❧♦q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ✐♥✜♥✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
✐♥✜♥✐❡ ❞r♦✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡✳ ❊❧❧❡ r❡♠♦♥t❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡
✭❝❛r vt > 0✮✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ v ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧♦❝❛❧ f(1) = 2✱ ❡❧❧❡ r❡❥♦✐♥t ❛❧♦rs r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
t❡♥❞r❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs ❧✬ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐t ❡①❝✐t❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡
❧♦rsq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❧✬❛♠❡✲
♥❡r à ❝❤❛♥❣❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✈❛♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡r à s♦♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
✭❱♦✐r ✜❣✉r❡ ✶❜✮✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té q✉❡
❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✭♥❡✉r♦♥❡s✱ ❝❛r❞✐♦♠②♦❝✐t❡s✳✳✳✮✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.5✳
✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✶✶
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐ |c| < 1
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù |c| < 1 ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s é✈♦❧✉❡♥t t♦✉t❡s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡✲r❛♣✐❞❡ ❡t
❛✉① s✐❣♥❡s ❞❡ ut ❡t vt ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❆❧♦rs✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛tt❡✐♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛✲
♣✐❞❡✳ P✉✐s✱ ❡❧❧❡ r❡♠♦♥t❡ ❝❡tt❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞é♣❛ssé✱ ❡❧❧❡ r❡❥♦✐♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡✳
❊❧❧❡ r❡❞❡s❝❡♥❞ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❧❡♥t❡✱
✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞é♣❛ssé ❡❧❧❡ r❡❥♦✐♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❛✐♥s✐ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t✳
❋✐❣✳ ✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = 0✳
✶✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲
▲✐♣s❝❤✐t③✳ ❖♥ ✈❡rr❛ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡✳ ■❧ ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (c, f(c))✳ P♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r ❡♥ (0, 0)✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u˜ = u − c ❡t v˜ = v − f(c)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♥♦t❡r u ❡t v✱ ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿{
ǫut = gc(u)− v
vt = u
✭✷✮
♦ù gc(u) = −u3 − 3cu2 + 3(1− c2)u
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
✶✷
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ✕ ❙✐ |c| < 1 ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✐♥st❛❜❧❡ ❀ s✐
|c| > 1✱ ✐❧ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
✕ ❙✐ c2 ∈]1− 2
3
√
ǫ, 1 + 2
3
√
ǫ[✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r✱ s✐♥♦♥ ❝✬❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✳
✕ ▲♦rsq✉❡ |c| tr❛✈❡rs❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✱ ✐❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ 0✱ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s [−1;+∞[ t❡❧❧❡
q✉❡✱ (u, 0) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣♦✉r c = λ(u)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✮ ❡st ✿{
ǫut = 3(1− c2)u− v
vt = u
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿(
3
ǫ
(1− c2) −1
ǫ
1 0
)
q✉✐ s♦♥t ✿
λ1,2 =
{
1
2ǫ
(3(1− c2)+−
√
∆ǫ) s✐ ∆ǫ ≥ 0
1
2ǫ
(3(1− c2)+−i
√−∆ǫ) s✐ ∆ǫ < 0
♦ù ∆ǫ = 9(1− c2)2 − 4ǫ✳
●râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✭✈♦✐r ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✶❪✱ ❬✷✽❪✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
s✐ c2 > 1✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐✈❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
❙✐ c2 < 1✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st
✐♥st❛❜❧❡✳
❙✐ c2 = 1✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé ♠❛✐s ♦♥ ✈❡rr❛ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
❙✐ c2 ∈]1− 2
3
√
ǫ, 1 + 2
3
√
ǫ[ ❛❧♦rs ∆ǫ < 0✱ ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s ❡t ❧❡
♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r✳
❙✐ c2 6∈]1− 2
3
√
ǫ, 1 + 2
3
√
ǫ[✱ ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡✮ s♦♥t ré❡❧❧❡s
❡t ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ✭❬✷✽❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✻ ♣
✻✶✮ ♣♦✉r c = −1 ❡t c = 1✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
✶✳✸ ❊t✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳
❙✐ |c| ≥ 1✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❙✐ |c| < 1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡ ❝②❝❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❬✹✻❪✳ ❖♥ r❡❢❛✐t ✐❝✐ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❬✸✹❪ ✭♣✳ ✷✶✼ ❡t s✉✐✈❛♥t❡s✮✱ ❬✹✸❪ ❡t ♣♦✉r
✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✶✸
❧✬✉♥✐❝✐té ♦♥ s✉✐t ❬✹✻❪✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③✳ ▲❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts✳
❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù |c| ≥ 1✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
|c| < 1✳
▲❡ ❝❛s |c| ≥ 1
❖♥ s✉♣♣♦s❡ c ≤ −1✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛s c ≥ 1 s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r s②♠étr✐❡✳
❖♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿{
ǫut = −3cu2 − v
vt = u
✭✸✮
▲❡♠♠❡ ✶✳ ▲❡ ♣♦✐♥t (0, 0) ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✸✮✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ v+( ❧✬❛①❡ (u = 0, v > 0)) s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬❛①❡ u = 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ (u, v) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✮✱ ❛❧♦rs (−u(−t), v(−t)) ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❙♦✐t v+ ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ (u = 0, v > 0)✱ ❡t v− ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ (u = 0, v < 0)✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ v+✱
❛tt❡✐♥t ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ v− ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❙♦✐t (0, v0), v0 > 0 ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❞❡♠✐✲♣❛r❛❜♦❧❡ (u < 0,−3cu2) ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t q✉❡
∃t0 ❡t β > 0 t❡❧s q✉❡ ∀t > t0, vt < −β ❡t ❞♦♥❝ v(t)→ −∞✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛①❡ (u < 0, v = 0)✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡
❛tt❡✐♥t v− ✭s✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t q✉❡ ∃t0 ❡t β > 0 t❡❧s q✉❡ ut > β✳✳✳✮✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♠♦♥tr❡r
q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠✐✲♣❛r❛❜♦❧❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛①❡ (u < 0, v = 0) ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s
✜♥✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡st❡r❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛
❞❡♠✐✲♣❛r❛❜♦❧❡✱ ❧✬❛①❡ v = 0 ❡t ✉♥ ❛①❡ u = u1 ✭❛✈❡❝ u1 < 0✱ u1 ét❛♥t ❧✬❛❜s❝✐ss❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❧❛ ♣❛r❛❜♦❧❡✮✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t
dv
du
=
ǫu
−3cu2 − v ≤
−ǫ
3cu
❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱
v(u) ≤ −ǫ ln(−u)
3c
+K → −∞ q✉❛♥❞ u→ 0
❈❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❊t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù |c| ≥ 1✳
▲❡♠♠❡ ✷✳ ❙✐ |c| ≥ 1 t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✷✮ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ (0, 0)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✮ ❡t ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮✳ P✉✐sq✉❡ |c| ≥ 1✱ ♦♥ ❛ q✉❡ −u3 + (1 − c2)u ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ s✐
u < 0✱ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ s✐ u > 0✳
❉♦♥❝✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ✭✷✮ ♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮✳ P♦✉r
✶✹
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✷✮ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛①❡ v+ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ❈❡❝✐ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
✭❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✸✹❪✱ ♣ ✷✶✾✮✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
s✉✐✈❛♥t ❬✹✻❪ ✭♣ ✸✹✼✮ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
G(u, v) = exp (
6c
ǫ
v)(
−3cu2 − v
ǫ
+
1
6c
)
❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣♦✉♥♦✈ str✐❝t❡ ♣♦✉r ✭✷✮✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❜❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✮✳
▲❡ ❝❛s ⑤❝⑤❁✶
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳
❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡
❊♥ ❢❛✐t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇❡♥❞✐①♦♥✱ ♠❛✐s ♦♥
r❡♣r❡♥❞ ✐❝✐ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❬✸✹❪✳ ❈♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥
♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❞❡♠✐✲❛①❡ v+ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❝♦✉r❜❡ (gc(u), u < 0)✱
♣✉✐s v−✱ ♣✉✐s (gc(u), u > 0) ❛✈❛♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ v+✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♣r❡♠✐❡r r❡t♦✉r σ✱ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t p ❞❡ v+ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ v+ q✉❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐ss✉❡ ❞❡ p ✐♥t❡rs❡❝t❡✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ✳
❙♦✐t
V (u, v) =
1
2
(ǫu2 + v2)
❆❧♦rs✱
σ(p) = p⇔ V (σ(p)) = V (p)
❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ p à s♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
V (σ(p))− V (p) > 0 ♣♦✉r p ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱
❡t q✉❡✱
V (σ(p))− V (p) < 0 ♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳
P❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ V (σ(p))− V (p)✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ 0 ❞❡ V (σ(p))− V (p) ❡t
✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ σ✳
P♦✉r t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ p ❛✉ t❡♠♣s 0✱ ❡t ❛rr✐✈❛♥t ❡♥ σ(p) ❛✉ t❡♠♣s tf ✱ ♦♥ ❛
❞♦♥❝ ✿
V (σ(p))− V (p) =
∫ tf
0
dV (u, v)
dt
dt =
∫ tf
0
gc(u)udt
❙♦✐t u1 ❡t u2 ❧❡s ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❞❡ gc✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r p ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♣❛r ❝♦♥t✐✲
♥✉✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡r r❡t♦✉r ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✱ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ (u, v) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✶✺
u1 ≤ u ≤ u2 ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t♦✉r✮✳
❉♦♥❝✱ ♣♦✉r p ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ gc(u)u > 0✱ ❡t ❞♦♥❝✱∫ tf
0
gc(u)udt > 0
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ V (σ(p))− V (p) < 0✳
❙♦✐t ♣♦✉r t♦✉t p ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ (u > 0, v = 0) ♣♦✉r u < u2 ❡t ❛❧♦rs
V (σ(p))− V (p) < 0 ♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❙♦✐t ♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐ss✉❡ ❞❡ p
✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ u > 0, v = 0 à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ s❡❣♠❡♥t ]u1, u2[✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs p1 ✉♥ t❡❧
♣♦✐♥t✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t p > p1, V (σ(p)) − V (p) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❡t t❡♥❞ ✈❡rs −∞ ❧♦rsq✉❡ p t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ p > p1✱
V (σ(p))− V (p) =
∫ tf
0
gc(u)udt =
5∑
i=0
∫ ti+1
ti
gc(u)udt
♦ù ❧❡s ti s♦♥t ❧❡s t❡♠♣s ❛✉①q✉❡❧s ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡s ❛①❡s u = u1✱ u = 0 ❡t u = u2✱
❛✈❡❝ t0 = 0 ❡t t6 = tf ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ∫ t1
0
gc(u)udt =
∫ u1
0
gc(u)u
gc(u)− vdu
▲♦rsq✉❡ p ❝r♦ît✱ v ❝r♦ît ❡t ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞é❝r♦ît✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❡♥tr❡ t2 ❡t t3✱ t3 ❡t t4✱ t5 ❡t t6 s♦♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à p✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s♦✐❡♥t v1 ❡t v2 ❧❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡t ❞❡
❧✬❛①❡ u = u1 ✭v1 > v2✮✱ ❛❧♦rs✱ ∫ t2
t1
gc(u)udt =
∫ v2
v1
gc(u)dv
❞é❝r♦ît ✈❡rs −∞ ❧♦rsq✉❡ p t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
∫ t5
t4
gc(u)udt ❞é❝r♦ît✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré q✉❡ V (σ(p)) − V (p) ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t t❡♥❞ ✈❡rs −∞
♣♦✉r p ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝②❝❧❡✳
❯♥✐❝✐té ❞✉ ❝②❝❧❡
P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝②❝❧❡✱ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✹✻❪✳
❖♥ ♥♦t❡
F (u, v) = (gc(u)− v, u)t
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✻✶❪✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ♣✳✶✾✽✮ ✿
✶✻
❋✐❣✳ ✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✮ ♣♦✉r c = −1.5 ❡t ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ u = u1 u = u2✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙♦✐t γ(t) ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ T ❞❛♥s R2✱ ❛❧♦rs ✿
∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt < 0⇒ γ ❡st st❛❜❧❡
∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt > 0⇒ γ ❡st ✐♥st❛❜❧❡
▲❡ ❝②❝❧❡ ♣❡✉t êtr❡ st❛❜❧❡✱ ✐♥st❛❜❧❡✱ s❡♠✐✲st❛❜❧❡ ♦✉ ❛♣♣❛rt❡♥✐r à ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s
s✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ♣✉✐s q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❡①✐st❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝②❝❧❡s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ q✉✬❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✐♥tér✐❡✉r ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡s ❛①❡s u =+−
√
3(1− c2)✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✮✳
P♦✉r
|u| <
√
3(1− c2)
♦♥ ❛
−u2 + 3(1− c2) > 0
❞♦♥❝ s✐ H = (−3cu2 − v, u)
det(F,H) > 0
❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r F ♣♦✐♥t❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❢❡r♠é❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✮✳
❆✉❝✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✷✮ ♥❡ ♣❡✉t s❡ r❡❢❡r♠❡r t❛♥t q✉❡ |u| <
√
3(1− c2)✳ ●râ❝❡ à ❧❛
✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✶✼
s②♠étr✐❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮✱ s✐ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ✭✶✮ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧✬❛①❡ u = −
√
3(1− c2)✱
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧✬❛①❡ u =
√
3(1− c2) ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳
❙♦✐t γ✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s R2✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t (0, 0) ❡t T s❛ ♣ér✐♦❞❡✳
●râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t (0, 0) ❡st ✐♥st❛❜❧❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt ≤ 0
❙♦✐t γ′ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t γ ❡t T ′ s❛ ♣ér✐♦❞❡ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿∫ T ′
0
∇ · F (γ′(t))dt <
∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt ≤ 0
❖♥ ❛ ✿∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt
=
∫ T
0
(−3u2 − 6cu+ 3(1− c2))dt
=
∫ T
0
(−3u2 + 3(1− c2))dt
❝❛r
∫ T
0
udt =
∫ T
0
dv
dt
dt = 0
❙♦✐t u3 = −
√
1− c2 ❡t u4 =
√
1− c2✱
♦♥ é❝r✐t ✿ ∫ T
0
∇ · F (γ(t))dt =
3∑
i=1
∫ ti+1
ti
(−3u2 + 3(1− c2))dt
♦ù ❧❡s ti s♦♥t ❧❡s t❡♠♣s ❛✉①q✉❡❧s ❧❡ ❝②❝❧❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡s ❛①❡s u = u3 ❡t u = u4✳ ❖♥ ✜①❡
t1 é❣❛❧ ❛✉ t❡♠♣s ♦ù ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡ ❧❡ ❞❡♠✐✲❛①❡ (u = u4, v > 0)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❡♥✜♥
Ii =
∫ ti+1
ti
✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣♦✉r γ′✳
❖♥ ❛ ✿ I ′1 =
∫ t′2
t′1
(−3u2 + 3(1− c2))dt
=
∫ u3
u4
−3u2 + 3(1− c2)
gc(u)− v′ du
<
∫ u3
u4
−3u2 + 3(1− c2)
gc(u)− v du = I1 ❈❛r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞é❝r♦ît ❧♦rsq✉❡ v ❝r♦ît ❡t q✉❡
v(u) < v′(u) ♣♦✉r u = u′ ∈ [u3, u4] ✭(u, v) ❡t (u′, v′) s♦♥t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ γ
❡t γ′✮✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ I ′3 < I3✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
I ′2 =
∫ t′3
t′2
(−3u2 + 3(1− c2))dt
=
∫ v′3
v′2
−3u2+3(1−c2)
u
dv
<
∫ v3
v2
(−u+ 3(1−c2)
u
)dv
✶✽
= I2
❉❡ ♠ê♠❡✱ I ′4 < I4✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ γ∗ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t γ′✱ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛∫ T ∗
0
∇ · F (γ∗(t))dt < 0
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❛ttr❛❝t✐❢s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s
② ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s✳
Pas plus de deux cycles limites
γ’
γ
u=u3
u=u4
❋✐❣✳ ✹ ✕ P❛s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✿ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝②❝❧❡s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① q✉✐ s♦♥t γ ❡t γ′✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s
❢❡r♠é❡s C1 ❡t C2 t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
C1 ⊂ γ ⊂ C2 ⊂ γ′
❡t t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs F ♣♦✐♥t❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ {
ǫut = gc(u)− v − αu
vt = u
❖♥ ♥♦t❡ Fα = (gc(u)− v − αu, u)t✳
❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ γ′ ❡st ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r α ❛ss❡③ ♣❡t✐t ❝❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ γ′α
❡①tér✐❡✉r à C2 t❡❧ q✉❡ Fα ♣♦✐♥t❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ C2 ❡t ❞❡ C1✳ ▼❛✐s Fα ♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r
❞❡ γ✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ tr♦✐s ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ✉♥ ❡♥tr❡ C1 ❡t γ✱ ✉♥ ❡♥tr❡ γ
❡t C2✱ ❡t ✉♥ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ C2✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ ❞❡ ❞❡✉①
❝②❝❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r Fα s✐ α ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳
✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✶✾
Il ne peut pas y avoir exactement deux cycles limites
γ’
γ
C1
C2
❋✐❣✳ ✺ ✕ ■❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ② ❛✈♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✿ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮ s❡ s✐t✉❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
u =+− (−K
ǫ
3c
exp (
−6c
ǫ
v)− v
3c
+
ǫ
18c2
)
1
2 ✭✹✮
♦ù K ∈ [ 1
6c
,+∞[ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❚♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ u = 0✱ ❡t ✐♥t❡rs❡❝t❡♥t ❝❡t ❛①❡✳
❊t✱ s✐ v0 ❡st ❧✬♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
✕ s✐ v0 >
ǫ
6c
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱
✕ s✐♥♦♥ |u| t❡♥❞ ✈❡rs +∞ q✉❛♥❞ v t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ✭✸✮ ❡st ✿
G(u, v) = (
−3cu2 − v
ǫ
+
1
6c
) exp (
6c
ǫ
v)
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✱ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t s②♠é✲
tr✐q✉❡s ❡t ❝♦✉♣❡♥t ❧✬❛①❡ v = 0✳ ❉♦♥❝ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✸✮ s❡ s✐t✉❡♥t s✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ✿
G(u, v) = K, K ∈ {G(u, 0)u∈R} = {−3cu
2
ǫ
+
1
6c
}u∈R = [ 1
6c
,+∞[
✷✵
❙❛❝❤❛♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❝♦✉♣❡♥t ❧✬❛①❡ u = 0 ✭✈♦✐r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ✶✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ✐s♦❧❛♥t u ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠❡♠❜r❡ ❡t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ K =
G(0, v) s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ v✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r❝♦✉r❡♥t ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐♥té❣r❛❧❡s
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✹✮✱ s❛✉❢ ♣♦✉r K = G(0, 0) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❋✐❣✳ ✻ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✮ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ c = −1.5✳
✷ ▲❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▲❡✈✐♥s♦♥ ✭✶✮ ♣♦✉r
f(u) =


−u− 2 s✐ u < −1
−u+ 2 s✐ u > 1
u s✐♥♦♥
✷✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❣é♥ér❛❧
❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♣♦✉r ǫ ♣❡t✐t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❛✈❡❝ f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❛ ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❝✉❜✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r |c| > 1✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
❡①❝✐t❛❜❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r |c| < 1✱ ✐❧ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳
✷✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✷✶
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐ |c| < 1
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✼ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✶✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.5✳
❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐ |c| < 1
❋✐❣✳ ✽ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✶✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = 0✳
✷✷
✷✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❣râ❝❡
à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r |c|❁✶ ❧❡
♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ⑤❝⑤❃✶ ✐❧ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ |c| é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ 1✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❢♦②❡rs ♣♦✉r |c|
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ ❆♣♣❛r❛ît ❛✐♥s✐ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❛✉ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ |c| = 1✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s✱ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡st
❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ǫ✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ st✐♣✉❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳ ✕ ❙✐ |c| < 1 ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ ❀ s✐ |c| > 1✱ ✐❧ ❡st ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
✕ s✐ ǫ ≤ 1
4
✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ s✐♥♦♥ ❝✬❡st ✉♥ ❢♦②❡r✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ⑤❝⑤❁✶✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡ ✶ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t (c, f(c)) s✬é❝r✐t ✿
{
ǫut = −u− v
vt = u
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿
λ12 =
{
1
2ǫ
(−1−+
√
1− 4ǫ) s✐ ǫ ≤ 1
4
1
2ǫ
(−1−+i
√
4ǫ− 1) s✐ ǫ > 1
4
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s |c| > 1✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❧✐♥é❛r✐sé s♦♥t ✿
λ12 =
{
1
2ǫ
(1+−
√
1− 4ǫ) s✐ ǫ ≤ 1
4
1
2ǫ
(1+−i
√
4ǫ− 1) s✐ ǫ > 1
4
❞✬♦ù ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
✷✳✸ ❊t✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡
❱♦✐❝✐ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳
❙✐ |c| > 1✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❙✐ |c| < 1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡ ❝②❝❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❡t ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❛✉tr❡s q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❙✐ |c| = 1 ❡t s✐ ǫ ≤ 1
4
✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❡t ♦♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t
✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❤♦♠♦❝❧✐♥❡s✳
❙✐ |c| = 1 ❡t s✐ ǫ > 1
4
✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❝❡♥tr❡✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡
❝②❝❧❡s✱ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❡①tér✐❡✉r❡s✳
✷✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✷✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s ⑤❝⑤❃✶
❖♥ s✉♣♣♦s❡ c < −1✱ ❧❡ ❝❛s c > 1 ét❛♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
❊♥ r❛♠❡♥❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ (0, 0)✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿{
ǫut = gc(u)− v
vt = u
✭✷✮
♦ù ❝❡tt❡ ❢♦✐s✱
gc(u) =


−u s✐ u ≤ −1− c
−u+ 2(1 + c) s✐ −1 < u < 1− c
−u+ 4 s✐ u ≥ 1− c
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ < 1
4
✳
❚❛♥t q✉❡ u < −1− c✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r{
u(t) = λ1
λ1−λ2 (u0 − λ2v0)eλ1t + λ2λ1−λ2 (λ1v0 − u0)eλ2t
v(t) = u0−λ2v0
λ1−λ2 e
λ1t + λ1v0−u0
λ1−λ2 e
λ2t
❖ù λ1 ❡t λ2 s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ s②stè♠❡✱ ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré✲
❝é❞❡♥t❡✳
▲❡s ❞r♦✐t❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥ v = 1
λ1
u ❡t v = 1
λ2
u ❢♦r♠❡♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s sé♣❛r❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡s tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ t❛♥t q✉❡ u < −1 − c✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱
❛♣rès ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❞ét♦✉r ❡①❝✐t❛❜❧❡✱ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ u < −1− c ❡t t❡♥❞ ❞♦♥❝ ✈❡rs (0, 0)
❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
P♦✉r ǫ = 1
4
✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞♦✉❜❧❡ λ− 1 = −2 ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿{
u(t) = (u0 + λ1(u0 − λ1v0)t)eλ1t
v(t) = (v0 + (u0 − λ1v0)t)eλ1t
❡t ♦♥ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ǫ > 1
4
✱ ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r ❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐t✐❧✐s❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳ ❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✷✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✿{
ǫut = h(u)− v
vt = u
✭✺✮
♦ù✱
h(u) =
{ −1
2
u s✐ u ≤ 0
1
2
u s✐ u > 0
▼❛✐s✱ ❝♦♠♠❡ ǫ > 1
4
✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✺✮ s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❛✉t♦✉r ❞✉
♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✷✮ r❡♥tr❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ ǫ ≤ 1
4
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✭✺✮ ♥❡ s♦♥t
♣❧✉s ❞❡s ❝②❝❧❡s ♠❛✐s ❞❡s ❤♦♠♦❝❧✐♥❡s ♦✉ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt❛♥t à ❧✬✐♥✜♥✐✱ s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ u = 0✳
✷✹
▲❡ ❝❛s ⑤❝⑤❂✶
P♦✉r c = −1✱ ♦♥ ❛ ✿
gc(u) =


−u s✐ u ≤ 0
u s✐ 0 < u < 2
−u+ 4 s✐ u ≥ 2
P♦✉r ǫ > 1
4
✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ s②♠étr✐❡✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ u r❡st❡ ❞❛♥s [0, 2] s♦♥t ❞❡s
❝②❝❧❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❡st ❧❡ ❝②❝❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r (2, gc(2) = 2)✳ ❈❡ ❝②❝❧❡ ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ❝❛r ♣♦✉r u > 2✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ r❡♥tr❡♥t
str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❝②❝❧❡s ❢♦r♠és ♣❛r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ✿
{
ǫut = h(u)− v
vt = u
✭✻✮
♦ù✱
h(u) =
{ −u s✐ u ≤ 0
u s✐ u > 0
P♦✉r ǫ ≤ 1
4
✱ ♦♥ ❛ ❞❡s sé♣❛r❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s sé♣❛r❛tr✐❝❡s✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥✜♥✐❡
❞✬❤♦♠♦❝❧✐♥❡s ✭❝❛r✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s sé♣❛r❛tr✐❝❡s✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❛rt❛♥t ❞❡ v+ ♥✬❛tt❡✐❣♥❡♥t
♣❛s v− ♠❛✐s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ✈✐❡♥♥❡♥t ✭♣♦✉r
t→ −∞✮ ❞❡ (−∞,+∞)✳
▲❡ ❝❛s ⑤❝⑤❁✶
❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝②❝❧❡
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❝②❝❧❡ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳
✸ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s
❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❬✷✽❪✱ ❬✷✶❪✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r c ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ❯♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❡♥ s❛❧✈❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧✬❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ q✉✐❡s❝❡♥t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣✉❧s❛t✐❧❡✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ c ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐t ❧❛
✈❛❧❡✉r (c, f(c))✱ t❛♥t q✉❡ c < −1✱ ♣✉✐s ❞❡✈✐❡♥t ♦s❝✐❧❧❛♥t✱ ❡t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛✐♥s✐ ré♣été
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❈✬❡st s❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t s✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞❛♥s ✭✶✮ ♣❛r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ −1 + sin(0.1t)✳
✹✳ ❇♦r♥❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❛✈❡❝ ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é✷✺
❋✐❣✳ ✾ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c(t) = −1 + sin(0.1t)✳
✹ ❇♦r♥❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❛✈❡❝
❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
✹✳✶ ❇♦r♥❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❛✈❡❝ ❢♦rç❛❣❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ♦ù c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ t❡♠♣s q✉✐ ✈ér✐✜❡
∃K > 0∀t > 0 |c(t)| < K ❡t |
∫ t
0
c(s)ds| < K
❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶ ♣ ✶✻✷ ❞❡ ❬✹✷❪✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳
∃B > 0 t❡❧ q✉❡ ∀(u0, v0) ∈ R2∃ T (u0, v0) t❡❧s q✉❡ ∀t > T |(u(t), v(t))| < B
✹✳✷ ❇♦r♥❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉❖ ❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝
❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❙✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢−δv
(δ > 0) ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡
❡t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 4 q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡
✷✻
{
ǫut = f(u)− v
vt = u− c(t)− δv ✭✼✮
♦ù c ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r (u(0), v(0)) ❞♦♥♥é❡✱ s✐
(u(t), v(t)) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✼✮✱ ♦♥ ❛
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳
∃B > 0 t❡❧ q✉❡ ∀(u0, v0) ∈ R2∃ T (u0, v0) t❡❧s q✉❡ ∀t > T |(u(t), v(t))| < B
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳ ▲❡ ❝❛s ❛✣♥❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉① ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
▼✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r u✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛r v ❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
2dt
(ǫu2 + v2) = −u4 + 3u2 − cv − δv2
▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r β > 0 ❡t K > 0 t❡❧s q✉❡
d
2dt
(ǫu2 + v2) ≤ −βu4 +K − cv − δv2
❊t ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ②♦✉♥❣✱ ∀a > 0
d
2dt
(ǫu2 + v2) ≤ −βu4 +K + 1
2a
c2 +
a
2
v2 − δv2
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡
u2 ≤ 1
2
u4 +
1
2
♦♥ ❛
−βu4 ≤ −2βu2 + β
❉♦♥❝✱
d
2dt
(ǫu2 + v2) ≤ −2βu2 + β +K + 1
2a
c2 +
a
2
v2 − δv2
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t a ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s β > 0 ❡t
K > 0 t❡❧❧❡s q✉❡
d
dt
(ǫu2 + v2) ≤ −β(ǫu2 + v2) +K
✺✳ ▲❡ s②stè♠❡ λ− ω ✷✼
▼✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❡s ♣❛r exp (βt) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
d
dt
(exp (βt)(ǫu2 + v2)) ≤ K exp (βt)
❊t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t
exp (βt)(ǫu2 + v2) ≤ (ǫu2 + v2)(0) + K
β
(exp (βt)− 1)
♦✉ ❡♥❝♦r❡
(ǫu2 + v2)(t) ≤ exp (−βt)(ǫu2 + v2)(0) + K
β
(1− exp (βt))
✺ ▲❡ s②stè♠❡ λ− ω
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡ s②stè♠❡ λ−ω✳ ❈✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡
q✉✐ ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳ ❯♥ ✐♥tér❡t ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❝❛❧❝✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ t❡♥t❡r ❞❡ s✬❡♥ s❡r✈✐r
♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢✳{
ut = λ(r)u− ω(r)v
vt = λ(r)v + ω(r)u
✭✽✮
♦ù r = (u2 + v2)
1
2 ✱ λ(r) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r R+ t❡❧❧❡ q✉❡ λ(r) > 0 s✐
r ∈]0, 1[, λ(r) < 0 s✐ r ∈]1,+∞[
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✽✮ ❛❞♠❡t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ (0, 0) ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ r = 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ (0, 0)✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t (u0, v0) t❡❧s q✉❡ u
2
0 + v
2
0 = 1✱ ♣❛r
u(t) = u(0) cos(ω(1)t) ✭✾✮
v(t) = sin(ω(1)t) ✭✶✵✮
✭✶✶✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦ù
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡✳ P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿
H(u, v) =
1
2
(u2 + v2)
❆❧♦rs
Ht = λ(r)(u
2 + v2)
❉♦♥❝✱ Ht > 0 s✐ r ∈]0, 1[✱ Ht < 0 s✐ r ∈]1,+∞[✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ Ht✳
❆✉❝✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ r = 1 ♦✉ r = 0 ♥❡ ♣❡✉t r❡♣❛ss❡r ♣❛r s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳
✷✽
✻ ◗✉❡❧q✉❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s
✻✳✶ ▲❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉♣rès ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❧✐♥é❛r✐sé s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s
❡t q✉❡ ❧❡✉r ♣❛rt✐❡ ré❧❧❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡✱ à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ■❧ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡ s♦✐t
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❬✷✽❪ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✸✻ ♣✳ ✻✶✮✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs Xλ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C
k✱ k ≥ 3✱
x˙ = F (x, λ)
❞é✜♥✐ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D × [−λ0,+λ0]
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Xλ(0) = 0 ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ ❡t q✉❡ ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞❡
Xλ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❝♦♥❥✉❣✉é❡s µ(λ) ❡t µ¯(λ)✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r λ > 0✱
Re(µ(λ)) > 0 ❡t✱ Re(µ(0)) = 0✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s
d(Re(µ(λ))
dλ
|λ=0 > 0,
❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Ck−2, λ : (−ǫ,+ǫ)→ R t❡❧❧❡ q✉❡ (x1, 0, λ(x1)) ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 2π|µ(0)| ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
√
λ✱ t❡❧❧❡ q✉❡
λ(0) = 0✳
✻✳✷ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ P♦✐♥❝❛ré✲❇❡♥❞✐①♦♥
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❡st ❞❛♥s R2✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ω− limite ❧♦rsq✉❡ Φ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ B✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲✬ ❡♥s❡♠❜❧❡ ω − limite ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t m ∈ B✱ ♥♦té ω(m) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
ω(m) = {q ∈ B/∃tn → +∞/Φ(tn)(m)→ q q✉❛♥❞ n→ +∞}
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω − limite ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ⊂ B✱ ❡st ❧✬❡♠s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
ω − limite ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ E✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✬é♥♦♥❝❡ ✭✈♦✐r ❬✷✽❪✮
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ❙♦✐t X˙ = F (X), X(0) = m✱ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ X(t) r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❡t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ X ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡
s✐♥❣✉❧❛r✐tés✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❙✐ ω(m) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs✱
❝✬❡st ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❙✐ ω(m) ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✐♥❣✉❧✐❡rs ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐❡rs✱
ω(m) ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦r❜✐t❡s✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t
s✐♥❣✉❧✐❡r ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞ ✭♦♥ ❞✐t ❝❡ ❝❛s q✉❡ ω(m) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡✮✳ ❙✐ ω(m) ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥ ♣♦✐♥t ré❣✉❧✐❡r✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
▲✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡
✷✾

✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ✸✶
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
t❤ès❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ tr♦✐s s❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ② s♦♥t ❛ss♦❝✐és✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛tt❡r♥s ❡♥ ❝❤✐♠✐❡ ❡t ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
❞♦♥♥❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡♥ ✈✉❡ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é✲
❝r✐t ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✐♥❤ér❡♥ts ❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡r✈❡✉s❡s✱
♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡②✱ ❡t ❞❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥✲
s✉✐t❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✳ ❯♥ ❞❡s ❛①❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✉❡❧s ❡st ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t é❧❡❝tr♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❡✉r✳ ❉❡ t❡❧s
♣r♦❥❡ts ♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ♠❛❥❡✉r❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❧✐♥✐q✉❡✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ❉❛♥s
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧♦✉s♦✈✲❩❤❛❜♦t✐♥s❦②✱ ❧❛ ❜❛❝tér✐❡ ❇❛❝✐❧❧✉s ❙✉❜t✐❧✐s✱
❧✬❛♠✐❜❡ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦✐❞❡✉♠✱ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❝❛r❞✐❛q✉❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❝éré✲
❜r❛❧❡s s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❣é♦♠étr✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡s
♦♥❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡
t②♣❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❡t ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ♦♥t été s✐♠✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮ ❝♦✉♣❧é
♣❛r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❉❡s ♣❛tt❡r♥s ❡t ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t été s✐♠✉❧és✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❝❡s ✜❣✉r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✳
✼ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡
✼✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡
▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s ❧✐és ❛✉ ✈✐✈❛♥t s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡r✲
t❛✐♥s ♣♦✐ss♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é❝❤❛r❣❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣é✲
r✐❡♥❝❡ ❝é❧è❜r❡ ❞❡ ●❛❧✈❛♥✐ ❡♥ ✶✼✾✶ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✉✐ss❡ ❞❡ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣✐♥❝❡ ♠ét❛❧❧✐q✉❡✳ ❊♥ ✶✼✾✹✱ ❧✬é❝♦❧❡ ❞❡ ❇♦❧♦❣♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é❧❡❝tr✐❝✐té
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝✉✐ss❡ ❞❡ ❣r❡♥♦✉✐❧❧❡ s❛♥s ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛✉❝✉♥ ♦✉t✐❧ ❡①tér✐❡✉r ✿ ✉♥ ♥❡r❢ ♠✐s ❛✉ ❝♦♥t❛❝t
❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♠✉s❝❧❡ ❢r❛✐❝❤❡♠❡♥t s❡❝t✐♦♥♥é✱ ✉♥ ♣♦✐♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❧✬❛✉tr❡ à ❧✬✐♥té✲
r✐❡✉r✱ ✐♥❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✉s❝❧❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✐tés ❞✬é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❞❛t❡♥t ❞❡
✶✽✹✵ ❡t ✶✽✹✽✳ ❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✷✵✲✶✾✸✵ ❧❡s ❞é❝♦✉✈❡rt❡s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣♦rt ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✶✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✐❝✐ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❞❡ r❡♣♦s✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦t❡♥t✐❡❧
♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❞❡ r❡♣♦s✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦❧✉tés ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①tr❛ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❧❡s ✐♦♥s s♦✲
❞✐✉♠ ❡t ❝❤❧♦r❡✳ ▲❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦t❛ss✐✉♠
❡t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ✐♦♥✐sé❡s ♥♦♥ ❞✐✛✉s✐❜❧❡s✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❞❡ r❡♣♦s
✈❛r✐❡ ❞❡ ✲✺ à ✲✶✵✵♠✈ s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳ ■❧ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❧é❣❡r s✉r♣❧✉s ❞✬✐♦♥s
♥é❣❛t✐❢s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ✉♥ ❧é❣❡r s✉r♣❧✉s ❞✬✐♦♥s ♣♦s✐t✐❢s à ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ✐♦♥s
✶❈❡tt❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❵❊❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✬ ❞❡ ❧✬❡♥❝②❝❧♦♣é❞✐❡
❯♥✐✈❡rs❛❧✐s✳
✸✷
s♦❞✐✉♠ ❡t ♣♦t❛ss✐✉♠ s♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s ❞é♣❡♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♦♥s
s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧té
♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✐♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞✬✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧✬✐♥✲
tér❡✉r ❡t ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞✉ s♦❞✐✉♠
❡t ❞✉ ♣♦t❛ss✐✉♠ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ♣♦♠♣❡ s♦❞✐✉♠✲♣♦t❛ss✐✉♠✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦té✐♥❡s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s ❡t ❧❛✐ss❡r ♣❛ss❡r ❝❡rt❛✐♥s ✐♦♥s✳ ▲❡s ✐♦♥s
❞✐✛✉s❡♥t ❛❧♦rs s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts é❧❡❝tr♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t q✉✬✉♥
s❡✉❧ ✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❡r✱ ❛❧♦rs s❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡
❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞❡ ❝❡t ✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥ ✐♦♥ ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ r❡❧❛t✐✈❡
❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ◆❡rst ✿ V = K log Ce
Ci
✭♦ù K = 60 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❣❛③ ♣❛r❢❛✐ts✱ ❞❡ ❧❛
t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❋❛r❛❞❛②✱ Ce ✭Ci✮ ❡st ❧❛
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡①tr❛ ✭✐♥tr❛✮✲❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♦♥✮✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡r✈❡✉s❡s ❡t ♠✉s❝✉❧❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥✳ ❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
❞✐t❡s ❡①❝✐t❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ s♦♥t ✐♥✐t✐és ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛
♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ✐♦♥s s♦❞✐✉♠ ❡t ♣♦t❛ss✐✉♠ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆✉ r❡♣♦s✱ ❝❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s
q✉✐ s♦♥t ♦✉✈❡rts ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♣♦s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ♣♦t❛s✲
s✐✉♠✳ ❙✉✐t❡ à ✉♥ st✐♠✉❧✉s✱ ✉♥❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣r❛❞✉❡❧❧❡ ❡st ✐♥✐t✐é❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
❞✬✐♦♥s s♦❞✐q✉❡s ❡t ♣♦t❛ss✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é✱ ❞❡s ❝❛♥❛✉①
s♦❞✐q✉❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞é♣❡♥❞❛♥ts s✬♦✉✈r❡♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ s✬✐♥✈❡rs❡ ❛❧♦rs ❡t s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s♦❞✐✉♠ s❛♥s ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳
❆✉ s♦♠♠❡t ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s s❡ ❢❡r♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s
❞é♣❡♥❞❛♥ts ♣♦t❛ss✐q✉❡s s✬♦✉✈r❡♥t✱ ❡t ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡♣♦s✳ ❆
❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rts ❝❡ q✉✐
✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❤②♣❡r♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s ❢❡r♠és ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ r❡tr♦✉✈❡
s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡♣♦s✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s ❡st ❞û❡ à ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞❡ ❧✬❡①tré♠✐té ✐♥tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧✳
▲✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❛ss✐q✉❡s ❡st ❡❧❧❡ ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ♣❛r ❧❡s ❞ét❡❝t❡✉rs q✉✐ ré♣♦♥❞❡♥t à
❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♦✉✈r❡♥t ❧❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞✉ r❡t❛r❞✳ ❈❡s ♣♦t❡♥✲
t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s t✐ss✉s ❡①❝✐t❛❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❬✹✾❪✳
✼✳✷ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②
❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧✬❛①♦♥❡ ❣é❛♥t ❞✉ ❝❛❧♠❛r✱ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t
❍✉①❧❡② ♣r♦♣♦s❡♥t ❡♥ ✶✾✺✷✱ ❞❛♥s ❬✸✺❪✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s✳
✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ✸✸
■❧ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ q✉❛tr❡ éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❡t s✬é❝r✐t ✿

I = C d
dt
V + g¯k(V − Vk)n4 + g¯Na(V − VNa)m3h+ g¯l(V − Vl)
d
dt
m = αm(V )(1−m)− βm(V )m
d
dt
n = αn(V )(1− n)− βn(V )n
d
dt
h = αh(V )(1− h)− βh(V )h
❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ I r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ t♦t❛❧✳
C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥t❛♥t❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳
V ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ Vk✱ Vna✱ ❡t Vl s♦♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s tr❛s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s
❞❡ r❡♣♦s ❧✐és ❛✉ ♣♦t❛ss✐✉♠✱ ❛✉ s♦❞✐✉♠ ❡t ❛✉① ❛✉tr❡s ✐♦♥s ✭❧❛ ❧❡ttr❡ ❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡ à t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ✐♦♥s✮✳
▲❡s t❡r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s✳
❆✐♥s✐ g¯k, g¯Na, g¯l s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ n ❡t h s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1 ❢❛✐✲
s❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳
❊❧❧❡s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s
❞❡s ❝❛♥❛✉① ✐♦♥✐q✉❡s✳ ▲❡s α ❡t β s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V ✱ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉✲
t❡✉rs ♣♦✉r êtr❡ ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭✈♦✐r ❬✸✺❪ ♦✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✷✽❪✱ ❬✸✼❪✱ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✮✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞❡ V ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❝❧❡❢s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡②✳ ●râ❝❡ à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ P❛t❝❤
❈❧❛♠♣✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜①❡r V ✱ ✐❧s ♦♥t ♣✉ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t
tr♦✉✈❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ✭à V ✜①é✮ α ❡t β t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ✭✈♦✐r ❬✸✺❪✷✮✳
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝♦♥st✐✲
t✉é ❞✬✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r ❡t ❞❡ 3 ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és à ❞❡s rés✐st❛♥❝❡s✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞♦♥♥é
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✳ ■❧s ♦♥t ❛✐♥s✐ ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠✉✲
❧❛♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ■❧s ♦♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t r❡♣r♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t
❛✉ss✐ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①♦♥❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬✷✽❪ ♣ ✶✺✷ ♣♦✉r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✮✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥✲❍✉①❧❡②

C d
dt
V = −g¯k(V − Vk)n4 − g¯Na(V − VNa)m3h− g¯l(V − Vl) + a2R δ
2
δx2
V
d
dt
m = αm(V )(1−m)− βm(V )m
d
dt
n = αn(V )(1− n)− βn(V )n
d
dt
h = αh(V )(1− h)− βh(V )h
♦ù a ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬❛①♦♥❡✱ ❡tR ❧❛ rés✐st❛♥❝❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❱✭①✱t✮❂❱✭①✲❝t✮✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❊❉❖ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❍♦❞❣❦✐♥
❡t ❍✉①❧❡② ♣✉r❡♥t ❛✐♥s✐ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ■❧s ♦❜t✐♥r❡♥t ❧❡ ♣r✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ P❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❡♥
✶✾✻✸ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉r tr❛✈❛✉① ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❏✳❈✳ ❊❝❝❧❡s ♣♦✉r s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❛
s②♥❛♣s❡✳
✷❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✐♥str✉❝t✐❢ ❞❡ ❙❝❤♦❧❛r♣❡❞✐❛ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳
✸✹
✼✳✸ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡② ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❡♥ ✶✾✻✶✱
❘✳ ❋✐t③❍✉❣❤ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❬✷✼❪ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❱❛♥ ❞❡r P♦❧✱ ❞❡st✐♥é à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡②✳ ❆✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✱ ◆❛❣✉♠♦ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡✱
❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿{
ut = v − f(u) + I
vt = au+ bv
❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❡ ❛ ❡t ❜ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❡①❝✐t❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳
✼✳✹ ▲❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s
▲❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡
▲❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡st ❞é❝❧❡♥❝❤é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ ♣❧❛s♠✐q✉❡✳ ❯♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s s✐t✉é ❛✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧✬♦r❡✐❧❧❡tt❡ ❞r♦✐t❡ s❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❡
à ✉♥ r②t❤♠❡ ré❣✉❧✐❡r ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ q✉✐ s✬ét❡♥❞❡♥t à
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❛r❞✐❛q✉❡s✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✵✸✮✳ ❈❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ❛♣♣❡❧é ♥♦❡✉❞
s✐♥♦❛tr✐❛❧ ✭❙❆✮ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ♦r❡✐❧❧❡tt❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡
♣❛s ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛✉① ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s ♣❛ss❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❛r❞✐❛q✉❡✳ ▲❡s ♦r❡✐❧❧❡tt❡s
❡t ❧❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s s♦♥t sé♣❛rés ♣❛r ✉♥❡ ♣❛r♦✐ ♥♦♥ ❝♦♥❞✉❝tr✐❝❡✳ ▲❛ ❧✐❛s♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥tr❡
♦r❡✐❧❧❡tt❡s ❡t ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❛tr✐♦✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ✭❆❱✮ s✐t✉é ❡♥ ❜❛s à
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦r❡✐❧❧❡tt❡ ❞r♦✐t❡✱ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❜r❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ♥♦♠♠é ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡
❍✐s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r q✉✐tté ❧❡ ♥♦❡✉❞ ❆❱ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ r❡❥♦✐♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❛r♦✐ sé♣❛r❛♥t ❧❡s
❞❡✉① ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s✱ ❧❡ s❡♣t✉♠ ✐♥t❡r✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✱ ✈✐❛ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❍✐s✳ ▲❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ s❡ ❞✐✈✐s❡
❡♥ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❡t q✉✐tt❡ ❧❡ s❡♣t✉♠ ♣♦✉r r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡s ❞❡✉① ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s✳ ▲❡
❢❛✐s❝❡❛✉ ❡♥tr❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ q✉✐ tr❛♥s♠❡tt❡♥t r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❧✬✐♥✢✉① ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ s❡
❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❛✉① ♠②♦❝✐t❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♥✢✉① s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡ r❡st❡
❞❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s✳
▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠②♦❝✐t❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞û ❛✉ ♠ê♠❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡r✈❡✉s❡s✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡st q✉✬✐❧
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❧❡✉r ❡st s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❈❡ ♣❧❛t❡❛✉✱
q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ ♣❡rs✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❛✉① ✐♦♥s
♣♦t❛ss✐✉♠ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡♣♦s ❡t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛rq✉é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té
❛✉ ❝❛❧❝✐✉♠✳ ❈❡tt❡ ♣❡r♠é❛❜✐❧✐té ❛✉ ❝❛❧❝✐✉♠ ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉①
❝❛❧❝✐q✉❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛♥❛✉① s♦❞✐q✉❡s✳
▲❡s ✐♦♥s ❝❛❧❝✐q✉❡s ❡♥tr❛♥t ❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❧❡s ✐♦♥s ♣♦t❛ss✐q✉❡s s♦rt❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❡
✸❙♦✉r❝❡ ✿❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡♠❜r②♦❧♦❣②✳❝❤✴❢r❛♥❝❛✐s✴♣❝❛r❞✐♦✴❢✉♥❦t✐♦♥✵✶✳❤t♠❧
✼✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ✸✺
♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ ▲❛ r❡♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❡r♠é❛✲
❜✐❧✐tés r❡tr♦✉✈❡♥t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❡♣♦s✳ ▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠✉s❝✉❧❛✐r❡s
❛tr✐❛❧❡s r❡ss❡♠❜❧❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s ♠❛✐s ❧❡✉r ♣❧❛t❡❛✉ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt✳
▲❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❙❆ s♦♥t ❡✉① ❣é♥érés ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡♥✲
❣❡♥❞r❡r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧❡✉r r②t❤♠❡ ❡st ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉
♥♦❡✉❞ ❙❆ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ✐❧ s♦♥t ❢♦r❝és ♣❛r ❝❡✉① ❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡ ❙❆✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ r②t❤♠❡✱ ♦♥
♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢♦②❡rs ❡❝t♦♣✐q✉❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❍✐s ♣❡✉✈❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❥♦✉❡r ❝❡ rô❧❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✹✾❪✱ ❞♦♥t ❝❡ ♣❛ss❛❣❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t
✐♥s♣✐ré✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s✱ ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡② ♦♥t été ♣r♦♣♦sés
♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✷✽❪✱ ❬✺✼❪✮ ✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡❧❡❝tr♦✲♠é❝❛♥✐q✉❡
❞✉ ❝♦❡✉r✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥térêts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❜✐♦✲
♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❡✉r✱ ♣♦✉r ♣ré✈♦✐r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡r❛t✐♥s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱
♣♦✉r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✳✳✳ P♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é♣♦❧❛r✐st✐♦♥
❝❛r❞✐❛q✉❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❤ér✐té❡s✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❍♦❞❣❦✐♥ ❡t ❍✉①❧❡②✱ ✐♥❝❧✉❡♥t ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s ✐♦♥✐q✉❡s ✐♥s♣✐rés ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✜♥❡s ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✺✼❪✱
❬✻❪✮✳ ❉✬❛✉tr❡s✱ ❝❤❡r❝❤❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ré❛❧✐té ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡t r❛♣✐❞✐té ❡t s✐♠♣❧✐✲
❝✐té ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❤é♥♦♠è♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❋✐t③✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦✱
♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛✈✐✈❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✻✺❪
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ét❛❜❧✐ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝♦❡✉r ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬✶✵❪ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡♥t à r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡❧❡❝tr♦❝❛r❞✐♦❣r❛♠♠❡s ❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
1 Noeud sinoatrial
2 Noeud atrioventriculaire
3 Faisceau de His
4 Branches droite et gauche du faisceau
5 Fibres de Purkinje
❋✐❣✳ ✶✵ ✕ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❛r❞✐❛q✉❡
✸✻
◗✉❡❧q✉❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s
▲♦rsq✉❡ ❞❡s ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❛♣♣r❛îss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐♦♥✱ ❧❡ r②t❤♠❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ s✬❡♥ tr♦✉✈❡ ❛✛❡❝té✱ ♣♦✉✈❛♥t ❡♥tr❛î♥❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛✈❡s
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✱ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡t ❧❡ ❞é❝ès✳
▲❡ r②t❤♠❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡st ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ s✐♥✉s❛❧ à ✉♥❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡ ❞❡ s♦✐①❛♥t❡ à ❝❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❛r ♠✐♥✉t❡✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉
♥♦❡✉❞ ❛✉r✐❝✉❧♦✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ r❡❧❛✐ à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✹✵ à ✻✵ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❛r
♠✐♥✉t❡✳ ❉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ✜❜r❡s ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ♦✣❝❡ ❞❡
♣❛❝❡♠❛❦❡r à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✷✵ à ✹✵ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣❛r ♠✐♥✉t❡✳ ▲❡s tr♦✉❜❧❡s ❞✉ r②t❤♠❡
❝❛r❞✐❛q✉❡✱ ❞é❝❡❧és ♣❛r ❧✬é❧❡❝tr♦❝❛r❞✐♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés s✉✐✈❛♥t ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥✳
P❛r♠✐ ❧❡s tr♦✉❜❧❡s r❡❝❡♥sés ❞✉ r②t❤♠❡ s✐♥✉s❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ ❜r❛❞②❝❛r❞✐❡ s✐♥✉s❛❧❡ ✭r❛❧❡♥✲
t✐ss❡♠❡♥t ❞✉ r②t❤♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ tr♦✉❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❤❡③
❞❡s s✉❥❡ts s❛✐♥s ❞✉r❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡✐❧✱ ❝❤❡③ ❧❡s s♣♦rt✐❢s✳✳✳✮✱ ❧❛ t❛❝❤②❝❤❛r❞✐❡ s✐♥✉s❛❧❡ ✭❛❝❝é❧é✲
r❛t✐♦♥ ❞✉ r②t❤♠❡✱ ❛♣♣r❛ît ❛✉ss✐ ❞✉r❛♥t ❧✬❡✛♦rt✱ ❛✈❡❝ ❧❡s é♠♦t✐♦♥s✳✳✳✮✱ ❛rr②t❤♠✐❡ s✐♥✉s❛❧❡✱
❜❧♦❝ s✐♥♦❛✉r✐❝✉❧❛✐r❡✱ ❛rrêt s✐♥✉s❛❧✳ P❛r♠✐ ❧❡s tr♦✉❜❧❡s à ❧✬ét❛❣❡ ❛✉r✐❝✉❧❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐✲
t❡r ✿ ❧❡s ❡①tr❛s②st♦❧❡s ❛✉r✐❝✉❧❛✐r❡s✱ ❧❛ t❛❝❤②❝❤❛r❞✐❡ ❛tr✐❛❧❡✱ ❧❡ ✢✉tt❡r ❛tr✐❛❧✱ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥
❛✉r✐❝✉❧❛✐r❡✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✉❜❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛✉r✐❝✉❧♦✲✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❡①tr❛s②s✲
t♦❧❡ ❥♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡ r②t❤♠❡ ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ❥♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ r②t❤♠❡ ❥♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛❝❝é❧éré✱
❧❛ t❛❝❤②❝❛r❞✐❡ ❥♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✉❜❧❡s ❞✉ r②t❤♠❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ✿ ❧✬❡①tr❛s②st♦❧❡
✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✱ ❧❡ r②t❤♠❡ ❞✬é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✱ r②t❤♠❡ ✐❞✐♦✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ❛❝❝é❧éré✱
t❛❝❤②❝❛r❞✐❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ✱ t❛❝❤②❝❛r❞✐❡ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ✭♥♦t❛♠❡♥t t♦rs❛❞❡s ❞❡
♣♦✐♥t❡✮✱ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡ ❡t ❧✬❛s②st♦❧✐❡✳ ❈❡s tr♦✉❜❧❡s ♦♥t ❞✐✈❡rs❡s ♦r✐❣✐♥❡s✱ ♦♥
♣❡✉t ♥♦t❛♠❡♥t ❝✐t❡r ❝❡s ❝❛✉s❡s q✉✐ r❡✈✐❡♥♥❡♥t s♦✉✈❡♥t ❡t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✿ ③♦♥❡s ✐s❝❤é♠✐q✉❡s✱ ❢♦②❡rs ❡❝t♦♣✐q✉❡s✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡
ré❡♥tré❡s✱ s❛❧✈❡s✳ P♦✉r ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❝❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s ❡t ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥
à ❧✬❊❈●✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶❪✱ ❬✶✾❪✳
✼✳✺ ❊①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ✐❝✐ ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✳ ❏❛❧✐❢❡ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs q✉✐ ét❛❜❧✐ss❡♥t
✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té é❧❡❝tr✐q✉❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡s ♦❜s❡r✈és
❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❬✶✹❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ✭❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✱ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❙t✐♠✉❧✉s ❘❡s♣♦♥s❡
❘❛t✐♦ ✭❙❘❘✮ ✳✳✳✮ ❞❛♥s ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ à ❞❡s st✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✉ st✐♠✉❧✉s ✜①é ❡t ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ✜①é❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞✬✐♥t❡♥s✐té ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❘❘ ❡♥tr❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st✐♠✉❧✉s é♠✐s ❡t ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦❜s❡r✈é ❡st q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬❛❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♦❝❝✉♣❡r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts
❝♦♥t✐♥✉s t❛♥❞✐s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛tt❡✐♥t❡s✳ ❙✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t❤è♠❡ ♦♥ ♣❡✉t
❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❣❛❧❡ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ s✐♥✉s❛❧✳ ❊♥❝♦r❡ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t❤è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥s✉❧t❡r ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❏✳ ◆❛❣✉♠♦ ❡t ❛❧✳ ❬✺✷❪ q✉✐ ♣♦rt❡ s✉r
❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉① ♥❡r✈❡✉① s✉r ❧✬❛①♦♥❡ ❣é❛♥t ❞✉
✽✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣❛tt❡r♥s ❡♥ ❝❤✐♠✐❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ✸✼
❝❛❧♠❛r✳
✼✳✻ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s
▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ✭❜✉rst✐♥❣ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✮ ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❞✐✈❡rs❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❝❤✐♠✐q✉❡s ✭❬✸✽❪✮✳ ❖♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❝❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s β ❞✉ ♣❛♥❝ré❛s✳ ❉❡s s❛❧✈❡s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✬❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❣é♥éré❡s
♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡①tr❛ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❣❧✉❝♦s❡✱
❡❧❧❡s ❡♥tr❛✐♥❡♥t ❞❡s sé❝rét✐♦♥s ❞✬✐♥s✉❧✐♥❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❧✉❝♦s❡ ♣❛r ❧❡s
t✐ss✉s ❡t ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❣❧✉❝♦s❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♥♦r♠❛❧ ✭✈♦✐r ❬✹❪✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♠♦❞è❧❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡r✈❡✉s❡s ❞❡ ❧✬❛♣❧②s✐❡ s♦♥t ✉♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✷✽❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s✳
✽ ◗✉❡❧q✉❡s ♣❛tt❡r♥s ❡♥ ❝❤✐♠✐❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❣✉r❡s ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ♦♥❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s✱ s♣✐r❛❧❡s✱ ❢r❛❝t❛❧❡s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❝❤✐♠✐q✉❡s✱ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ✜❣✉r❡s ♦✉ ♣❛tt❡r♥s✳ ▲❛ ré✲
❢ér❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❡st ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❏✳❉✳ ▼✉rr❛② ❬✺✺❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✼✵❪ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳
✽✳✶ ▲❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧♦✉s♦✈✲❩❤❛❜♦t✐♥s❦②
❈❡tt❡ ❝é❧è❜r❡ ❡t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ré❛❝t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❇❡❧♦✉s♦✈ ❡♥ ✶✾✺✶✱
❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t été ♣♦✉rs✉✐✈✐❡s ♣❛r ❩❤❛❜♦t✐♥s❦② à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✻✹✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✶✾✼✵✱
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡①✲❯❘❙❙ ❡t ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❆✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✉r ✐♥t❡r♥❡t✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ❞❛♥s ✉♥ ré❝✐♣✐❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ❝♦✉✲
❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡ r♦✉❣❡ ❡t ❧❡ ❜❧❡✉ ✭❞✬❛✉tr❡s
❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✳ ❙✐ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛ss✐❡tt❡ ❞❡
P❡tr✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❡t ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✶✹✮✳ ■❧ ②
❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬♦①②❞❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❝✐❞❡ ♠❛❧♦♥✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ✐♦♥s ❜r♦♠✉r❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛❝✐❞❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❝❛t❛❧②s❡✉r✱ ❧❡ ❝❡r✐✉♠✳ ❈❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❛ été ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥
❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✺✺❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳
✹❈❡s ✜❣✉r❡s ♦♥t été ♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙❝❤♦❧❛r♣❡❞✐❛ s✉r ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧♦✉s♦✈✲❩❤❛❜♦t✐♥s❦②✳
✸✽
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✶✶ ✕ ❖♥❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧♦✉s♦✈✲❩❤❛❜♦t✐♥s❦②
✽✳✷ ▲❛ ❜❛❝tér✐❡ ❇❛❝✐❧❧✉s ❙✉❜t✐❧✐s
▲❛ ❜❛❝tér✐❡ ❇❛❝✐❧❧✉s ❙✉❜t✐❧✐s ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛tt❡r♥s✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ❧❛
♣❧❛❝❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥✉tr✐❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛ss✐❡tt❡ ❞❡ P❡tr✐ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❛❣❛r✲❛❣❛r✺✱ ❡❧❧❡
♣❡✉t ❛❞♦♣t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s✳ ❈❡s ❢♦r♠❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡
❧✬❛❣❛r ❡t ❞❡ ♥✉tr✐❡♥t✳ ❈❡s ♣❛tt❡r♥s s♦♥t ❝❧❛ssés ❡♥ ❝✐♥q t②♣❡s ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✿
❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧✐❦❡✱ ❊❞❡♥✲❧✐❦❡✱ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s✱ r♦✉❣❤ ❞✐s❦✱ ❞❡♥s❡✲❜r❛♥❝❤✐♥❣
♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❈❡s ♣❛tt❡r♥s ♦♥t ♣✉ êtr❡ r❡tr♦✉✈és à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❊✳❉✳P ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
♣r♦✐❡✲♣ré❞❛t❡✉r✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✺✸❪✱ ❬✺✹❪✱ ❬✺❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
✽✳✸ ▲✬❛♠✐❜❡ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦✐❞❡✉♠
❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐s❝♦✐❞❡✉♠ ❡st ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ❡✉❝❛r②♦t❡✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦✉✲
✈♦✐r ✈✐✈r❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✐s♦❧é❡s ♦✉ ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡s ♠✉❧t✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♥✉tr✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ à ❧✬ét❛t ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❛r❡♥❝❡ ♥✉tr✐t✐✈❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s✬❡♥❣❛❣❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ ♠♦r♣❤♦❣é♥ès❡ ❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❛♠♣✐❣♥♦♥✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡
❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛ss❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❞✉r❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❉✐❝t②♦s✲
t❡❧✐✉♠ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ét❛t ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ à ✉♥ ét❛t ♣❧✉r✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ▲✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r
❧❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✬❆▼P ❝②❝❧✐q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝❡❧❧✉❧❡s é♠❡tt❡♥t ❞❡ ❧✬❆▼P❝✱ q✉✐ ❡st
❝❛♣té❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t tr❛♥s♠✐s ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✳ ❉✉r❛♥t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t
❞❡s ❝❡r❝❧❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✻✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✼ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❞é✲
✺▲✬❛❣❛r✲❛❣❛r ❡st ✉♥ ❣é❧✐✜❛♥t ❞ér✐✈é ❞✬❛❧❣✉❡s r♦✉❣❡s ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝✉❧t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠✐❝r♦✲
♦r❣❛♥✐s♠❡s✳
✻❈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❤tt♣ ✿✴✴❧♣♠❝♥✳✉♥✐✈✲❧②♦♥✶✳❢r✴ r✐❡✉✴❞✐❝t②✳❤t♠ ❡t ❞❡ ❬✹✶❪✳
✼s♦✉r❝❡ ✿ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳③✐✳❜✐♦❧♦❣✐❡✳✉♥✐✲♠✉❡♥❝❤❡♥✳❞❡✴③♦♦❧♦❣✐❡✴❞✐❝t②✴❞✐❝t②✳❤t♠❧
✾✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✸✾
✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♠✐❜❡✽✳
❉❛♥s ❬✹✶❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ à tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❆▼P❝
✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡❝❡♣t❡✉rs à ❧✬❆▼P❝ ❛❝t✐❢s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡
❞é♣❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡♥③②♠❡s ✭❛❞❡♥②❧❛t❡ ❝②✲
❝❧❛s❡ ❡t ♣❤♦s♣❤♦❞✐❡st❡r❛s❡✮✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡
❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❜✐st❛❜❧❡✱ st❛❜❧❡✱ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ♦✉ ♦s❝✐❧❧❛♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡s ❛✉t❡✉rs ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡
é✈♦❧✉❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts
❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
❝❤❡♠✐♥✱ ♠❛✐s ❧❡s ✉♥❡s s♦♥t ❡♥ r❡t❛r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❈❡ r❡t❛r❞ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✾✳ ❈❡ ❞é❧❛✐ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s✐♠✉❧❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❊❉P✳ ■❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❜❡❧❧❡s s♣✐r❛❧❡s ❧♦rs✲
q✉✬✐❧s ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✿ st❛❜❧❡✲❡①❝✐t❛❜❧❡✲♦s❝✐❧❧❛♥t✲❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡
✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦✐❞❡✉♠✳
✽✳✹ ❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❡t ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉
❉❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❡t ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r✱
❝❡s ♣❛tt❡r♥s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❧♦rs ❞✬✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❧✐és ❛✉①
❛rr②t❤♠✐❡s✳ ❉❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❆✳❚✳ ❲✐♥❢r❡❡✱ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ ✈✉❡
❞❡ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ❛rr②t❤♠✐❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt✳ ❖♥ r❡♥✈♦✐❡
à ❬✺✺❪ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡
s♣✐r❛❧❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛♣✐♥✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦rt❡① ❝❡r❡❜r❛❧ ❧és✐♦♥♥é ❞✬✉♥ r❛t✳
❉❛♥s ❬✶✽❪✱ ♦♥ ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞✬✉♥ ♠♦✉t♦♥✳
✾ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡
❯♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❛t✲
t❡r♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡t ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❯♥ ❞❡s
❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❝❡s ♣❛tt❡r♥s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t
♦✉✴❡t ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ét❛✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ét✉❞✐é ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❋✐t③✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ s②stè♠❡
st❛♥❞❛r❞✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❧✐é à ❧❛ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✐❧ ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t ♦✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❛r✐❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c✳ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s
♦❜s❡r✈és s♦♥t ❞♦♥❝ s✉❝❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ❡①❝✐t❛❜❧❡s ♦✉ ♦s✲
❝✐❧❧❛♥ts✳ ❯♥❡ ❞❡s ❛tt❡♥t❡s ❞✬✉♥ t❡❧ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❡st ❞✬❛✐❞❡r
à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
✽▲❡s ❛♠✐❜❡s s♦♥t ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡✉❝❛r②♦t❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t ❡♥tr❡ ✷✵ µm ❡t ✶ mm ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✭♠❛✐s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ✷✵✵ µm ❡t ✺✵✵ µm✮✱ ✈✐✈❛♥t ❡♥ ❡❛✉① ❞♦✉❝❡s ♦✉ s❛❧é❡s✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❡
❞é♣❧❛❝❡r ♣❛r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❝②t♦sq✉❡❧❡tt❡ ♦✉ ♣❧✉s r❛r❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✢❛❣❡❧❧❡s✱ ✭❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ✇✐❦✐♣❡❞✐❛✮✳
✾❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞✉ t❡♠♣s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❞é❧❛✐
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡✳
✹✵
❋✐❣✳ ✶✷ ✕ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦✐❞❡✉♠ ❡♥ ét❛t ❞❡ ❝❛r❡♥❝❡ ❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡
♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞é❝r✐ts ✐❝✐ s♦♥t s✉❝❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦✲
♠❛✐♥❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛rr②t❤♠✐❡s ❝❛r❞✐❛q✉❡s ♦✉ ❧✬❛❣❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦❞❡✉♠✳
❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ✐♠❛❣❡s q✉❡❧q✉❡s ❛s♣❡❝ts ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ♦✉
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✳
✾✳✶ ▲❡s s♣✐r❛❧❡s
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✮✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥s✐st❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸ s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦s❝✐❧❧❛♥t✱ ♠❛✐s
❧❡s s♣✐r❛❧❡s s✉❜s✐st❡♥t s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❡①❝✐t❛❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ c = −1.1✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r
❝✐ ❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠❡♥t s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✳ ▲❡s s♣✐r❛❧❡s ♣❡rs✐st❡♥t
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛❞éq✉❛t❡s ✭✈♦✐r ♣❛rt✐❡ ✸✮✳
❖♥ r❡♣r♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡✳
✾✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✹✶
❋✐❣✳ ✶✸ ✕ ❙♣✐r❛❧❡
✾✳✷ P❛❝❡♠❛❦❡r
❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t c = 0 ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❡t c = −1.1 ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦✉♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✳ ▲❛ ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦♥❞❡ ❞❡ ❞é♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡ ❡t ❧❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s
♦❜s❡r✈é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✹✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❧❡s ❢r♦♥ts
❞✬♦♥❞❡s ❝✐r❝✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦✉♣❧é ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❛✮✮ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s
✭❜✮✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐✲
t✐❛❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✽ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♥❞✉✐s❛♥t
❧❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❡t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
✹✷
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✶✹ ✕ P❛❝❡♠❛❦❡r
✾✳✸ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s
❙❡❧♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✱ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♦✐t ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦✉ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✱
❧♦rsq✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ✈❛r✐❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛✲
❧❡✉rs q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦✉ ♦s❝✐❧❧❛♥t✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✜❣✉r❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✬♦❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳
✾✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✹✸
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✳ ✶✺ ✕ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳
✾✳✹ P❛tt❡r♥s ❡t s♣✐r❛❧❡s
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
c = −1 ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✳
❆✉ ❝❡♥tr❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✈❛r✐❡ t♦✉❥♦✉rs ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡①❝✐té❡s r❡t♦✉r♥❡♥t ✈❡rs ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡✱
❡t ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❉✐❝t②♦st❡❧✐✉♠ ❞✐❝♦❞❡✉♠✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✷✮
❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✹✶❪✳
✹✹
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✳ ✶✻ ✕ P❛tt❡r♥s ❡t s♣✐r❛❧❡s
❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥
rés❡❛✉ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❡t ❞❛♥s ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ✿ ❧❡ ❝❛s ✈❛♥ ❉❡r P♦❧✱ ❧❡
❝❛s λ− ω✳
✹✺

✹✼
Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧❛✐ss❡♥t à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s c = 0✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ (u+ iv)(x, y, t) ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
R(x, y, t) exp (i(Φ(t− t0(x, y)) ♦ù R ❡t Φ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ♠ê♠❡
♣ér✐♦❞❡✱ ❡t ♦ù Φ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ t❡♠♣s t❛♥❞✐s q✉❡ t0 ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (x, y)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t q✉✬❡♥ ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❡❧❧❡ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣❛s tr♦♣ é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✶✮✱ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ♦❜s❡r✈és s♦♥t ❞ûs ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡s♣❛❝❡✳
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✶✮ ❛tt✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ R2 ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
✜①é❡ ✭❝❢ ❬✷✽❪ ♣ ✶✵✽✮✱ ❝❡s ré❣✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ✐s♦❝❤r♦♥❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ✉♥❡
♦r✐❣✐♥❡ ♣rès s✉r ❧✬♦r❜✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét❡r ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ✭❝❢ ❬✷✽❪ ♣ ✶✵✽ ♦✉ ❬✺✺❪ ♣ ✷✶✾ ♣♦✉r ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✶✮ ❡t ❝♦✉♣❧és ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ s♦✉s rés❡r✈❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡st❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ réé❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭❬✷✽❪✱❬✺✺❪✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ✭❝❢
❬✷✽❪✮✳ ▼❛✐s ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té r❡♣♦s❡ à ♣r✐♦r✐ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡
❧❡ ♣❤é♥♦♠❡ ♥❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❝❡s t❤é♦rè♠❡s s♦✐t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜s❡r✈é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
❙✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐s♦❝❤r♦♥❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✼✵❪✱ ❬✸✷❪✱ ❬✷✵❪✱ ❬✷✽❪✳
✹✽
▲✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ✿{
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− c+∆v ✭✶✷✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛
❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 0✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡
❱❛♥ ❉❡r P♦❧✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❊♥
❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝❡❧❧✉❧❡✮✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛tt✐ré❡ ♣❛r ✉♥ ❝②❝❧❡
❧✐♠✐t❡✳ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❛♣♣❛r❛✐tr❡
❞❡s ♣❛tt❡r♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s
❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✿ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❡ ✭✶✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s
♦❜t❡♥✉s✱ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛tt❡r♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❡t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱
❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡ é✈♦❧✉❡ ❛❧♦rs ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡s✳ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s ❡♥
♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡
ré❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ♦✉ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❛✉t♦✲❡♥tr❡t✐❡♥ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥
❞❡✉① ♣❛rt✐❡s é❣❛❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❝♦♥♥❡①❡s✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♥♦♥
❞✐❛♠étr❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ❢r♦♥ts
❞✬♦♥❞❡s✳ ▼❛✐s ❝❡s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❝❛r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t
❞✐❛♠étr❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛tt❡r♥
♦ù ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ♣❤❛s❡✱ ♠❛✐s ♦ù ❛♣♣❛r❛✐t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❖♥ ♠❡t ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
s♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐r♦✐r✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st très ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞é❢♦r♠❡r ❧✬❛s♣❡❝t
❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ c ❞❡ x✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ x✱
❢❛✐r❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❡①❝✐t❛❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
c = −1.1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ ♠ê♠❡
t②♣❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ré❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ s♣✐r❛❧❡
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✹✾
s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù c = 0 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ r❡st❡ ✜①❡✳ ❉✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ❖♥ ♠❡t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s λ−ω✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts✳ P♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐s❝rét✐sé✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❞✉ s②stè♠❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐r♦✐r ♣rés❡♥té❡ ♣❧✉s
❤❛✉t✳ ❊❧❧❡ ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s s❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ♣♦✉r ❱❛♥ ❉❡r P♦❧✱ s❛♥s
s②♠étr✐❡✱ ❛✉t♦✲❡♥tr❡t✐❡♥ ♦✉ ré❡♥tré❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ét✉❞❡✳
✶✵ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✶✵✳✶ ▲❡ ❝❛s ✈❛♥ ❉❡r P♦❧
❯♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❛✈❡❝ c = 0✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❝❛rré✳ ❖♥
♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s ❞✬❛✐r❡s à ♣❡✉ ♣rès é❣❛❧❡s✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ (u(x, 0), v(x, 0)) ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡s s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s tr♦✐s
❝♦♥st❛♥t❡s s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞é♣❤❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥
✭✶✮✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽✳ ❖♥ s✐♠✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡
♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ 100 × 100 ❝❛rrés ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✼ ✿
✺✵
❋✐❣✳ ✶✼ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = 0✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡
à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✶
✭❛✮
                                       Conditions initiales
(u,v)(0)=(−2.02,2.22)
(u,v)(0)=(−0.5,−2.27)
(u,v)(0)=(1.7,0.13)
✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✶✽ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❧❛ s♣✐r❛❧❡✳
❈♦♠♠❡♥t ❛♣♣❛r❛✐t ❝❡tt❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❄ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡♠❜❧❡♥t é✈♦❧✉❡r
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ✭≃ 3.6 ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡
♣❧✉s ❤❛✉t✮ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮ ✭≃ 5.8✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡
é✈♦❧✉❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡s ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✱ ✈❛r✐❡♥t très ♣❡✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✾✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ❜♦✉❣❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥
✺✷
♦❜s❡r✈❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ q✉✐ ♣❛r❛ît ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s ❛tt❡♥t✐❢✱ ♦♥
r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✈❛r✐❡♥t ❛ss❡③ ♥❡tt❡♠❡♥t ✭♠❛✐s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡
≃ 3.6✮ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✿ ♣❧✉s ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✱ ♣❧✉s ❧❡ ❝②❝❧❡ s✬❛❣r❛♥❞✐t✳
❉❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✵✱ ✷✶ ❡t ✷✷✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✼ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ✐s♦❧é ♠❧❛✐s q✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ♣❧✉tôt ♣❛rt✐❡
❞✬✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡st ❞û❡ ❛✉ ❞é♣❤❛s❛❣❡
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡t ✉♥
❞é♣❛❤❛s❛❣❡ ré❣✉❧✐❡r ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ▲❡ s❡♥s
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐s❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥❝❡ ✈❡rs ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡♥
r❡t❛r❞✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛✈♦✐r ❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡s ❛✐❣✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠♦♥tr❡ ❝❛r ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❊t ❡♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛♥❣❡r ❝❡ s❡♥s✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣❡r♠✉t❡r ❞❡✉① ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▼❛✐s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❞❡s ♦♥❞❡s
s♣✐r❛❧❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s✳ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ s✬❛✉t♦✲❡♥tr❡t✐❡♥♥❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t
q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❢❛ss❡ ✉♥ t♦✉r✱ ♣✉✐s ❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉✬❡❧❧❡s s❡ s✉✐✈❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣✐r❛❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬à ❧❛ ✜♥
❞✉ t♦✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ r❡t❛r❞ ❥✉st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡
❧✬♦♥❞❡ ♣✉✐ss❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ q✉✬♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
◗✉❛♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r
✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ s②stè♠❡
❛✈❡❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✬❛❜♦r❞
❧❡s ♣❧✉s t♦✉❝❤é❡s ♣❛r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ✈♦♥t ❞♦♥❝ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r
♣ér✐♦❞❡✱ ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❧✐é à ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t
❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❧✐é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✶✮✳
▲❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣✐r❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ s✉r ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧✬❡✛❡t ré❣✉❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❞é♠❛rr❛♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ tr♦✐s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ st❛❜❧❡ ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡
é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ s♦♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐s♦❝❤r♦♥❡✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡s s♦rt❡ q✉❡ ❧❡✉r ♣❤❛s❡ ❛②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦✐t ❞✐st✐♥❝t❡
❞❡ T
3
♦ù T ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✭✶✮
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✸
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✳ ✶✾ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜①és✳
✺✹
❋✐❣✳ ✷✵ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = 0✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡
à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✶✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✺
✭❛✮
                                       Conditions initiales
(u,v)(0)=(2,0.4)
(u,v)(0)=(−2.75,1)
  (u,v)(0)=(−1,−1)
✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✷✶ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❧❛ s♣✐r❛❧❡✳
✺✻
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✳ ✷✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜①és✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✼
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝ré❡r ❞❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❡t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ✉♥ ❞❡s
❜♦r❞s ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s✳ ❖♥ s✬❡st
✐♥tér❡ssé ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡
s②stè♠❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❆
t❡r♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t sé♣❛r❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❞❡✉①
❡t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ s✉r
❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐❛♠étr❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡✳
❆❧♦rs ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✉ ❞é♣❛rt✱ ❞❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡♥t à ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
♠❛✐s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s
❡♥ ♣❤❛s❡✳ ❯♥ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❞✐❛♠étr❛❧❡♠❡♥t ♦♣✲
♣♦sé❡s✳ ❆❧♦rs ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é✈♦❧✉❡ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ s❛ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❞♦♠❛✐♥❡s ✐♥✐t✐❛✉①✳ ❆
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ♣❡t✐t✳ ❱✐s✉❡❧❧❡♠❡♥t
♦♥ ♣❡✉t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ ♦♣♣♦s✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥✬é✈♦❧✉❡♥t ♣❛s s❡❧♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♠❛✐s
q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s s✬❛❣❣r❛♥❞✐ss❡♥t ❡♥ s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥t✐èr❡ ❞❡s ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❈❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺✱ ♦♥ ❛ ✐♥t✐t✉❧é ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❵▼✐r♦✐r✬✳
❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡✱ ❡t ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡✱ ❛♣rès ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ✈❡rs ❞❡s ét❛ts tr❛♥s✐t♦✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡
λ− ω✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t très ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ✐❝✐✳
✺✽
❋✐❣✳ ✷✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❵▼✐r♦✐r✬ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = 0✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✹✳
                                       Conditions initiales
(u,v)(0)=(−2.5,2.5)   (u,v)(0)(2.5,−2.5)
❋✐❣✳ ✷✹ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❵▼✐r♦✐r✬✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✺✾
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✳ ✷✺ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❵▼✐r♦✐r✬ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✜①és✳
✻✵
P❧✉s✐❡✉rs ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s
❙✐ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ tr♦✐s✱ ♦♥ ❧❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ q✉❛tr❡✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ (u(0), v(0)) ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❞✐✈✐s✐♦♥s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡
✭✈♦✐r ✷✻❛✮✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡✳ P✉✐s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❡♥ q✉❛tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐✈✐s❡r ❡♥ ✶✻ ❡t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s②♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐
♦❜t❡♥✐r ✹ s♣✐r❛❧❡s✳ ❘❡♥♦✉✈❡❧❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✶✻ s♣✐r❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✻✮✶✵✳
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
                                       Conditions initiales
(1,0) (0,1)
(0,−1) (−1,0)
✭❞✮
                                       Conditions initiales
(0,−1) (−1,0)
(1,0) (0,1)
(0,−1)(−1,0)
(0,1) (1,0)
(1,0)
(0,−1)
(0,1)
(−1,0)(−1,0)
(0,1)(1,0)
(0,−1)
✭❡✮
                                       Conditions initiales
(0,−1) (−1,0)
(1,0) (0,1)
(−1,0) (0,−1)
(0,1) (1,0)
(1,0) (0,1)
(−1,0)(0,−1)
(0,1) (1,0)
(−1,0) (0,−1)
(0,−1) (−1,0) (−1,0) (0,−1)
(1,0) (0,1) (0,1) (1,0)
(1,0) (0,1) (0,1) (1,0)
(0,−1) (−1,0) (−1,0) (0,−1)
(0,−1)
(1,0)
(1,0)
(0,−1)(−1,0)
(0,1)
(0,1)
(−1,0)
(−1,0)
(0,1)
(0,1)
(−1,0)(0,−1)
(1,0)
(1,0)
(0,−1)(0,−1)
(1,0)
(1,0)
(0,−1)
(−1,0)
(0,1)
(0,1)
(0,−1)
(1,0)
(1,0)
(0,−1)
(−1,0)
(0,1)
(0,1)
(−1,0) (−1,0)
✭❢✮
❋✐❣✳ ✷✻ ✕ P❧✉s✐❡✉rs ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
P❡rs✐st❛♥❝❡ ❡t ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ c ❞❡ x
❙✐ ♦♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ c ❞❡ x✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ c r❡st❡ ❡♥tr❡ −1 ❡t 1 ♣♦✉r
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦✐❡♥t ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s✱ ♦✉ ♠ê♠❡s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ c
♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1 ❡t c ≤ −1✮✱ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ♣❡rs✐st❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r
❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞é❢♦r♠é❡s✱ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❜♦✉❣❡ ❥✉sq✉✬à s♦rt✐r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❞❡s
s♣✐r❛❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❜♦✉❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦❜s❡r✈❡r ❞❛♥s ❝❡s
❝❛s q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥✬é✈♦❧✉❡♥t ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡
❝❛s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ét✉❞✐é
✶✵▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✮ ❛ été ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ 200∗200 ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲❡s s♣✐r❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✶
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ c s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉
❥❛✉♥❡ ✭✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 2✮ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♣✐r❛❧❡s ❡st ❞û❡ à ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡
c ♣♦s✐t✐✈❡s✳ P♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♣❧✉s ❛♠♣❧❡ à ❞r♦✐t❡ q✉✬à ❣❛✉❝❤❡ ❝❡ q✉✐
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ✭♣♦✉r u✮ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞✉
♣❧❛t❡❛✉ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ❡♥tr❛✐♥❛♥t ✉♥❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❥❛✉♥❡✳ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✐é à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡s ❝②❝❧❡s✱ r❛❝❝♦✉r❝✐❡s
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 0✳ ◗✉❡❧q✉❡s s♣✐r❛❧❡s ❞é❢♦r♠é❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❝✐ ❞❡ss♦✉s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✼ ❛✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t c = 0.75 s✉r q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t c = 0
❛✐❧❧❡✉rs✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✼ ❜✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t c = −0.75 s✉r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ q✉✐
♣❛rt ❞✉ ❝❡♥tr❡ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❢❛✐t ❞❡s ❛❧❧❡r✲r❡t♦✉rs
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ r❡❝t❛♥❣❧❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✷✼ ✕ ❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
c(x, y)✳
❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡
❙✐ ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r c = 0 ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r c = −1.1✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❞❛♥s ✉♥
ét❛t ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✜①❡ ♠❛✐s s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ s♣✐r❛❧❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽ ✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✽✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét❛t
❡①❝✐t❛❜❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽ ❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ét❛t ♥♦♥ ❡①❝✐t❛❜❧❡ q✉✐
❛rrêt❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭❝❛r ❝❂✲✶✳✶
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ttr❛❝t✐❢✮✳
✻✷
                                       Conditions initiales
(u,v)(0)=(−2.02,2.22)
(u,v)(0)=(1.7,0.13)
(u,v)(0)=(−1.1,−1.8)
✭❛✮
✭❜✮
❋✐❣✳ ✷✽ ✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t s♣✐r❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡✳
✶✵✳✷ ▲❡ ❝❛s λ− ω
▲❡ s②stè♠❡ ✭✽✮ ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❛✉q✉❡❧ ♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✶✶✳ ❆✉q✉❡❧ ❝❛s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ été ét✉❞✐é ❡t ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡
❞❡ s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❊♥ t♦✉t ❝❛s✱ ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
✶✶▲❡ s②stè♠❡ λ−ω ❛✈❡❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ◆✳❑♦♣❡❧❧ ❡t ▲✳◆✳ ❍♦✇❛r❞ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✾❪ ❝♦♠♠❡
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛♥ts✳
✶✵✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✻✸
♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✿
{
ut = λ(r)u− ω(r)v +∆u
vt = λ(r)v + ω(r)u+∆v
✭✶✸✮
❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ λ(r) = 1 − r2 ❡t ω(r) = βr2✳ ❙❛✉❢
♠❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛ β = 1✳
❯♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡
s♣✐r❛❧❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡ é✈♦❧✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ✈❡rs ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ r❛❧❡♥t✐r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝②❝❧❡
❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✽✮ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❱♦✐❝✐ ❞♦♥❝ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✼ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✸✮✳
❋✐❣✳ ✷✾ ✕ ❖♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✸✮✳
P❧✉s✐❡✉rs ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s
❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs s♣✐r❛❧❡s✳
✻✹
✭❛✮ ✭❜✮
❋✐❣✳ ✸✵ ✕ P❧✉s✐❡✉rs ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✸✮✳
❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ β ❡t ❈❤❛♦s
❖♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r β✳ ❉ès q✉❡ β ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞✱
♦♥ ♣❡r❞ ❧❛ s♣✐r❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✶✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✾ ♠❛✐s ❛✈❡❝ β = 2✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❬✺✺❪✱ ♣ ✸✺✹✳
✭❛✮
❋✐❣✳ ✸✶ ✕ P❡rt❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡✱ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✸✮ ♣♦✉r β = 2 ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✾✳
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✻✺
✶✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✸✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡s
❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✷✾❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❈❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡
s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✻✻❪✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛❧♦rs ❧❡s t❤é♦rè♠❡s
❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❬✻✹❪✳ ❖♥ ❢❡r❛ ❝❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❝✐✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ✭✶✷✮ ❡t ✭✶✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s❝❤é♠❛
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ é✈♦❧✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❝♦✉♣❧é à s❡s q✉❛tr❡
✈♦✐s✐♥❡s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s R2✮ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t t❡♥t❡r ✉♥❡ ét✉❞❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉
s②stè♠❡ ✭✶✸✮ ❞✐s❝rét✐sé ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t
q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❜❛s❡✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✈♦♥t ❞❛♥s ♣r❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ s❡
s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t é✈♦❧✉❡r ❡♥ ♣❤❛s❡ ✭♣❛s ❞❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝❡❧❧✉❧❡s✮✳ ❯♥❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✿ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ♦♣♣♦sé❡s✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧❡s ❞❡✉① ❝❡❧❧✉❧❡s ❞é♠❛rr❡♥t ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t s✐ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡
r❛②♦♥✱ ❛❧♦rs ❝❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❡ π ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ❝❛s✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❡✉r ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳
▲✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❵♠✐r♦✐r✬ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✸ s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳
✶✶✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②s✲
tè♠❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿


(u1)t = λ(r1)u1 − ω(r1)v1 + u2 − u1
(v1)t = λ(r1)v1 + ω(r1)u1 + v2 − v1
(u2)t = λ(r2)u2 − ω(r2)v2 + u1 − u2
(v2)t = λ(r2)v2 + ω(r2)u2 + v1 − v2
✭✶✹✮
❖ù ♦♥ ❛ ✿
rk = (u
2
k + v
2
k)
1
2 k ∈ {1, 2}✱ λ(r) = 1− r2✱ ω(r) = r2✳
❈❡ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❖♥ ♣❛ss❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s✶✷✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿{
(u+ iv)1t = (λ(r1) + iω(r1))(u+ iv)1 + (u+ iv)2 − (u+ iv)1
(u+ iv)2t = (λ(r2) + iω(r2))(u+ iv)2 + (u+ iv)1 − (u+ iv)2
✶✷■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬êtr❡ ♣r✉❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ q✉❡
❞❡ R2∗ ❞❛♥s ]0,+∞[×]0, 2π[✳ ▲♦rsq✉❡ q✉✬♦♥ ✐♥❝❧✉t ❧❡ ♣♦✐♥t (0, 0) ❞❡ R2✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❜✐❥❡❝t✐❢
♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ 0×]0, 2π[✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
♣♦❧❛✐r❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✶✹✮✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❡r❛ ✈❛❧❛❜❧❡ t❛♥t q✉❡ r1 6= 0 ❡t r2 6= 0 ✭❡♥ ❢❛✐t✱ ♣r❡sq✉❡ t♦✉t ❧❡
t❡♠♣s✮✳ ▼❛✐s✱ ✐❧ s❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✹✮✳
✻✻
⇔
{
(r1e
iθ1)t = (λ(r1) + iω(r1))(r1e
iθ1) + r2e
iθ2 − r1eiθ1
(r2e
iθ2)t = (λ(r2) + iω(r2))(r2e
iθ2) + r1e
iθ1 − r2eiθ2
⇔
{
r1te
iθ1 + ir1θ1te
iθ1 = (λ(r1) + iω(r1))r1e
iθ1 + r2e
iθ2 − r1eiθ1
r2te
iθ2 + ir2θ2te
iθ2 = (λ(r2) + iω(r2))r2e
iθ2 + r1e
iθ1 − r2eiθ2
⇔
{
r1t + ir1θ1t = (λ(r1) + iω(r1))r1 + r2e
i(θ2−θ1) − r1
r2t + ir2θ2t = (λ(r2) + iω(r2))r2 + r1e
i(θ1−θ2) − r2
❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
⇔


r1t = λ(r1)r1 + r2 cos(θ2 − θ1)− r1
r1θ1t = r1ω(r1) + r2 sin(θ2 − θ1)
r2t = λ(r2)r2 + r1 cos(θ1 − θ2)− r2
r2θ2t = r2ω(r2) + r1 sin(θ1 − θ2)
⇔


r1t = λ(r1)r1 + r2 cos(θ2 − θ1)− r1
θ1t = ω(r1) +
r2
r1
sin(θ2 − θ1)
r2t = λ(r2)r2 + r1 cos(θ1 − θ2)− r2
θ2t = ω(r2) +
r1
r2
sin(θ1 − θ2)
❖♥ ♣♦s❡ φ = θ2 − θ1✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

r1t = λ(r1)r1 + r2 cos(φ)− r1
r2t = λ(r2)r2 + r1 cos(−φ)− r2
φt = ω(r2)− ω(r1)− sin(φ)( r1r2 + r2r1 )
θ1t = ω(r1) +
r2
r1
sin(φ)
❯♥❡ ❢♦✐s ❝♦♥♥✉s r1✱ r2 ❡t φ✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t θ1 ♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✿

r1t = λ(r1)r1 + r2 cos(φ)− r1
r2t = λ(r2)r2 + r1 cos(−φ)− r2
φt = ω(r2)− ω(r1)− sin(φ)( r1r2 + r2r1 )
♦✉ ❡♥❝♦r❡✱


r1t = −r31 + r2 cosφ
r2t = −r32 + r1 cosφ
φt = r
2
2 − r21 − sinφ( r1r2 + r2r1 )
✭✶✺✮
▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮ ❛❞♠❡t ♣♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ r1 = 0✱ r2 = 0✳ ❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉✬❛✉① ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳
❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ✶✳ ❙✐ r1(0) = r2(0) 6= 0 ❛❧♦rs ∀t r1(t) = r2(t) 6= 0 ❡t ❛❧♦rs ✿
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✻✼
✕ s✐ φ(0) = 0✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✺✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
r1(t) = (1 + (r1(0)
−2 − 1)e−2t)− 12 −→ 1 q✉❛♥❞ t→ +∞
φ(t) = 0
θ1(t) =
∫ t
0
r21(s)ds+ θ1(0)
✕ s✐ φ(0) = π✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
r1(t) = r2(t) = r1(t) = ((r
−2
1 (0) + 1)e
2t − 1)− 12 −→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞
φ(t) = π
θ1(t) =
∫ t
0
r21(s)ds+ θ1(0)
✕ s✐ φ(0) 6∈ {0, π}✱ ❛❧♦rs ✿
φ(t) −→ 0 mod 2π
r1(t) = r2(t) −→ 1
✷✳ ❙✐ r1(0) 6= r2(0) ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ r1(t) 6= 0✱ r2(t) 6= 0 ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿
φ(t) −→ 0 mod 2π
r1(t) −→ 1
r2(t) −→ 1
❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✱ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✷✳
✻✽
✭❛✮ (u1, v1)(0) = (u2, v2)(0) = (0, 2) ✭❜✮ (u1, v1)(0) = (0, 2), (u2, v2)(0) = (0,−2)
✭❝✮ (u1, v1)(0) = (0, 1.9), (u2, v2)(0) =
(0,−2)
❋✐❣✳ ✸✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ r1(0) = r2(0) ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù r1(0) 6= r2(0)✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ♦♥
❡ss❛②❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ φ ♣✉✐s ❝❡❧✉✐ ❞❡ r1 ❡t r2✳
✶✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
▲❡♠♠❡ ✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R+✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t X = (u1, v1, u2, v2)✱ ♦♥ ❛ ✿
(14)⇔ Xt = F (X)
♦ù F ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C1✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✸✹❪✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, t0[✳ ❊t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ X0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✻✾
❖r ♦♥ ❛ 1
2
d
dt
||X||2 = −(u21 + v21)2 − (u22 + v22)2 + 2u1u2 + 2v1v2
≤ −(u21 + v21)2 − (u22 + v22)2 + u21 + u22 + v21 + v22
= −(u21 + v21)(u21 + v21 − 1)− (u22 + v22)(u22 + v22 − 1)
< 0 ❞ès q✉❡ ||X||2 > 1 +√2
◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ X0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❧❡
B(0,max(||X0||,
√
1 +
√
2))✶✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮ ❛❞♠❡t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡
C1 ❞é✜♥✐❡ s✉r [0,+∞[✳
✶✶✳✸ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r1(0) = r2(0)
❖♥ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ s✐ r1(0) = r2(0) ❛❧♦rs ∀t r1(t) = r2(t) ❡t ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙✐ r1(0) = r2(0) 6= 0✱ ❛❧♦rs ∀t r1(t) = r2(t) 6= 0 ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
✭✶✹✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✿

r1t = −r31 + r1 cosφ
r2(t) = r1(t)
φt = −2 sinφ
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ r❛②♦♥ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs✱ ♣❛r
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s s②stè♠❡s✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✹✮✳
❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ r1(0) ❡t φ(0)✱ ❝❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r R
+✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t r1t ❡t φt ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r1 ❡t φ ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C
1✱ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t
❜♦r♥é❡s ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ♣❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ♣✉✐sq✉❡ r1t < 0
❞ès q✉❡ r1 > 1✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t✱ 0 < r1(t) < max(r1(0), 1)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ φt < 0
s✐ φ ∈]0, π[✱ ♦♥ ❛ q✉❡ φ(t) ∈]0, π[ s✐ φ(0) ∈]0, π[✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❝♦♠♠❡ φt > 0 s✐ φ ∈]π, 2π[✱
♦♥ ❛ q✉❡ φ(t) ∈]π, 2π[ s✐ φ(0) ∈]π, 2π[✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✶✹✮ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ✈ér✐✜❛♥t r1(0) = r2(0)✳ ❖r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉♦♥❝✱ s✐
r1(0) = r2(0)✱ ❛❧♦rs r1(t) = r2(t) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ R+✳
❈❛s ♦ù φ(0) = 0
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù φ(0) = 0✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✺✳ ❙✐ φ(0) = 0✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✺✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿{
r1(t) = (1 + (r(0)
−2 − 1)e−2t)− 12
φ(t) = 0
✶✸ 1
2
d
dt
||X||2 = −a(a−1)−b(b−1) ♦r a(a−1) > 1
4
❞♦♥❝ 1
2
d
dt
||X||2 < 0 ❞ès q✉❡ max(a(a−1), b(b−1)) > 1
4
❞♦♥❝ ❞ès q✉❡ max(a, b) > 1+
√
2
2
✳
✼✵
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ φ(0) = 0✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ φt = −2 sinφ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
φ(t) = 0✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs r1(t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿ r1t = −r31 + r1✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘✐❝❛tt✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ r1(t) > 0✳
r1t = −r31 + r1 ⇔ r−31 r1t = −1 + r−21
⇔ −1
2
(r−21 )t = −1 + r−21
⇔ −1
2
zt = −1 + z ♦ù z = r−21
⇔ zt = 2− 2z✱ z = r−21
⇔ z(t) = (z(0)− 1)e−2t + 1✱ z = r−21
⇔ r1(t) = ((r−21 (0)− 1)e−2t + 1)−
1
2 .
❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ r1 → 1 ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝❛r ❝✬❡st ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡
q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∀ǫ ❞♦♥♥é r1(t) ∈]1− ǫ, 1+ ǫ[ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❙✐ r1(t) ∈]1− ǫ, 1+ ǫ[
❛❧♦rs ✐❧ ② r❡st❡ ♣✉✐sq✉❡ r1t > 0 s✐ r1 = 1 − ǫ ❡t r1t < 0 s✐ r1 = 1 + ǫ✳ ❙✐♥♦♥✱ s✐ r1 < 1 − ǫ
❛❧♦rs ∃µ t❡❧ r1t > µ > 0 t❛♥t q✉❡ r1 < 1− ǫ ❡t ❞♦♥❝ r1 ❛tt❡✐♥t 1− ǫ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡
❝❛s r1 > 1+ ǫ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❖♥ ❛✉r❛✐t ❛✉ss✐ ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t (r1− 1)2 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
▲②❛♣✉♥♦✈✳
❈❛s ♦ù φ(0) = π
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙✐ φ(0) = π✱ ❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✺✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
{
r1(t) = r1(t) = ((r
−2
1 (0) + 1)e
2t − 1)− 12
φ(t) = π
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❙✐ φ(0) = π✱
❛❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ φt = −2 sinφ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r φ(t) = π✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs r1(t) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✿ r1t = −r31 − r1
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❘✐❝❛tt✐ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ rés♦✉❞r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ r1(t) > 0✳
r1t = −r31 − r1 ⇔ r−31 r1t = −1− r−21
⇔ −1
2
(r−21 )t = −1− r−21
⇔ −1
2
zt = −1− z ♦ù z = r−21
⇔ zt = 2 + 2z✱ z = r−21
⇔ z(t) = (z(0) + 1)e2t − 1✱ z = r−21
⇔ r1(t) = ((r−21 (0) + 1)e2t − 1)−
1
2
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✼✶
❈❛s ♦ù φ(0) 6∈ {0, π}
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❞♦♥♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❝❡ q✉✐
s❡ ♣❛ss❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ φ→ 0 ♣✉✐s q✉❡ r1 → 1✳
▲❡♠♠❡ ✼✳ ❙✐ φ(0) 6∈ {0, π} ❛❧♦rs✱
s✐ φ(0) ∈]0, π[✱ lim
t→+∞
φ(t) = 0✱
s✐ φ(0) ∈]π, 2π[✱ lim
t→+∞
φ(t) = 2π✱ ❡t
lim
t→+∞
r1(t) = 1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ φ(0) ∈]0, π[∪]π, 2π[✳ ❈♦♠♠❡ φt = −2 sinφ✱ ♦♥ ♣❡✉t
❢❛✐r❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ P♦✉r t♦✉t ǫ ❞♦♥♥é✱ s✐ φ ∈] − ǫ, ǫ[ ❡❧❧❡ ② r❡st❡✳
❙✐♥♦♥✱ s✐ φ ∈]ǫ, π[ ❛❧♦rs ∃µ t❡❧ φt = −2 sinφ < −µ < 0 t❛♥t q✉❡ φ > ǫ ❡t ❞♦♥❝ φ ❛tt❡✐♥t ǫ
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡ ❝❛s φ ∈]π,−ǫ[ s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
❋✐❣✳ ✸✸ ✕ ❈♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ φt s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ φ ✿ s✐ φ ∈]0, π[ φt =
−2 sin(φ) < 0✱ s✐ φ ∈]π, 2π[ φt > 0✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ limt→+∞ r1 = 1✳
❖♥ ❛ ✿
r1t = −r31 + r1 cosφ ♦ù φ −→ 0 mod 2π✳
❉♦♥❝✱
r1t ≥ 0 ⇔ −r31 + r1 cosφ ≥ 0
⇔ r1 ≤ (cosφ) 12
P♦✉r φ ✜①é✱ r1t ❡st ✉♥❡ ❝✉❜✐q✉❡ ✭❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r1✮ ❞❡ r❛❝✐♥❡s
+
−(cosφ)
1
2 ❡t 0✳ ▲❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s φ = 0✳ ❙♦✐t ǫ > 0✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ r1 ∈]1− ǫ, 1 + ǫ[✳
❈♦♠♠❡ cosφ→ 1✱ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ √cosφ ∈]1− ǫ
2
, 1+ ǫ
2
[✳ P♦✉r r1 = 1− ǫ ♦♥ ❛ r1t > 0✱
♣♦✉r r1 = 1 + ǫ✱ ♦♥ ❛ r1t < 0✱ ❞♦♥❝ ❞ès q✉❡ r1 ∈]1− ǫ, 1 + ǫ[✱ r1 r❡st❡ ❞❛♥s ]1− ǫ, 1 + ǫ[✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ r1 /∈]1− ǫ, 1 + ǫ[✳ ❆❧♦rs✱ s✐ r1 < 1− ǫ✱ r1 < 1− ǫ < 1− ǫ2 <
√
cosφ ❡t ❞♦♥❝
∃µ > 0 t❡❧ q✉❡ r1t > µ t❛♥t q✉❡ r1 < 1− ǫ ❞♦♥❝ r1 ❛tt❡✐♥t 1− ǫ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡ ❝❛s
r1 > 1 + ǫ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
✼✷
❋✐❣✳ ✸✹ ✕ ❈♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ r1t s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r1 ✿ ∀ǫ > 0✱ ♣♦✉r t ❛ss❡③
❣r❛♥❞✱ ∃µ > 0 t❡❧ q✉❡ r1t > µ t❛♥t q✉❡ r1 < 1− ǫ✳
✶✶✳✹ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r1(0) 6= r2(0)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù r1(0) 6= r2(0)✱ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s
♠❛✐s ♦♥ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✽✳ ❙✐ r1(0) 6= r2(0)✱
❛❧♦rs
φ(t) −→ 0 mod 2π
r1(t) −→ 1
r2(t) −→ 1
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉❡ φ(t) t❡♥❞ ✈❡rs 0 mod 2π✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❡♥✲
s✉✐t❡ q✉❡ r1 ❡t r2 t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 1✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ φ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ φt
❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ǫ ❞♦♥♥é✱ |φ| < ǫ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
r2 > r1✳ ❖♥ ❛ φt = r
2
2 − r21 − sinφ( r
2
1+r
2
2
r1r2
)
❉♦♥❝✱
φt < 0 ⇔ sinφ > (r
2
2−r21)r1r2
r21+r
2
2
⇔ φ ∈] arcsin( (r22−r21)r1r2
r21+r
2
2
, π − arcsin( (r22−r21)r1r2
r21+r
2
2
)[
❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t f(r1, r2) =
(r22−r21)r1r2
r21+r
2
2
✱
♦♥ ❛ ✿
φt < 0 ⇔ φ ∈] arcsin f, π − arcsin f [.
❖♥ ❛ ✐❝✐ ✉t✐❧✐sé ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✺✮ ✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r r1(t1) = 0
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t1✳ ❊t ♥♦s ❞❡✉① s②stè♠❡s ✭✶✹✮ ❡t ✭✶✺✮ ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✭♦♥
❛ ❛❧♦rs φt(t1) q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❛r
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭✶✹✮ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ r1(t) > 0✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛
❞♦♥❝ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✺✮✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ✿
lim
t→+∞
(r22(t)− r21(t)) = 0
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✼✸
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ r1(0) < r2(0) ✭r❡s♣✳r1(0) > r2(0)✮ ✱ ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r1(t) < r2(t)
✭r❡s♣✳ r1(t) > r2(t)✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s r1(0) < r2(0)✳
❖♥ ❛✱ (r22− r21)t = −2(r42− r41) < 0✳ ❉♦♥❝ (r22− r21)(t) ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r 0✱ ❞♦♥❝
❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❊t ❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✈❡rs 0✶✹✭❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✹✮✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ f(r1, r2) =
(r22−r21)r1r2
r21+r
2
2
<
(r22−r21)(r21+r22)
2(r21+r
2
2)
<
(r22−r21)
2
✱
♦♥ ❛
lim
t→+∞
f(r1, r2) = 0.
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐t 1 > ǫ > 0 ❡t t0 t❡❧ q✉❡ ∀t > t0 (r22 − r21)(t) < ǫ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ φ(t0) ∈]− π2 , π2 [✳ ❆❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ r1(t) > 0 ♣♦✉r t > t0✳
❊♥ ❡✛❡t✱ t❛♥t q✉❡ r1 6= 0✱ φ(t) ∈]− π2 + β, π2 − β[ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ β > 0✱ ❝❛r ❛❧♦rs φt < 0
s✐ φ(t0) ∈]0, π2 [ ❡t φt > 0 s✐ φ(t0) ∈]− π2 , 0[✳
❊t ❛❧♦rs r1t = −r31 + r2 cosφ > −r31 + r2 cos β > 0 ❞ès q✉❡ r2 > r
3
1
cosβ
✳ ❈❡❝✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞♦♥❝
r1(t) ❞❡ s✬❛♥♥✉❧❡r✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ r2 > r1✳
▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ φ(t) t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
P♦✉r t > t0✱ ♦♥ ❛ f(r1, r2) <
ǫ
2
✳
❊t ❛❧♦rs s✐ φ(t0) ∈] − ǫ, ǫ[ ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ φt ❡❧❧❡ ② r❡st❡✳ ❙✐ φ(t0) ∈ [ǫ, π2 ]✱
❛❧♦rs φ(t) ✜♥✐t ♣❛r ❛tt❡✐♥❞r❡ ǫ✱ ♣✉✐sq✉✬❛❧♦rs φt < −µ t❛♥t q✉❡ φ(t) ∈ [ǫ, π2 ]✳ ❉❡ ♠ê♠❡ s✐
φ(t0) ∈]− 3π2 ,−ǫ[ ❛❧♦rs φ(t) ✜♥✐t ♣❛r ❛tt❡✐♥❞r❡ −ǫ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ limt→+∞ φ(t) = 0
mod 2π ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù φ(t0) ∈ [−π2 , π2 ] ❖♥ tr❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù φ(t0) ∈]π2 , 3π2 [✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r r1(t1) = 0 ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t1✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ✭✶✹✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ φ(t1 + h) ∈] − π2 , π2 [ ♣♦✉r h ❛ss❡③ ♣❡t✐t ✭❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
(u1, v1) ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ❛✉ ❞❡♠✐✲♣❧❛♥ ♦♣♣♦sé✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♣♦✉r φ✮ ✱ ❡t
♦♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ❝❛s ❞é❥à tr❛✐té✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
✕ s✐ φ(t0) ∈]π2 , π− ǫ[✱ ❛❧♦rs ∀t > t0 φt < 0 ❡t ∃t1 t❡❧ q✉❡ φ(t1) = 3π2 ✳ ❖♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉
❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❙✐ φ(t0) ∈ [π, π2 [✱ ❛❧♦rs✱ ∃t1 t❡❧ q✉❡ φ(t1) = 3π2 ✳ ❖♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✕ ❙✐ φ(t0) ∈]π − ǫ, π[ ❛❧♦rs s♦✐t φ → π ✭❡t φ < π✮✱ s♦✐t ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉① ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥ts ✭❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ ǫ✮✳ ▼❛✐s s✐ φ → π✱ ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ❝✐ ❞❡ss♦✉s q✉❡ ∃t1
t❡❧ q✉❡ r1(t1) = 0 ❡t ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ♥❡ t❡♥❞ ❞♦♥❝
♣❛s ✈❡rs π✳
❘❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ φ→ π✱ ❛❧♦rs ∃t1 t❡❧ q✉❡ r1(t1) = 0✳ ❊t ❞♦♥❝ φ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t❡♥❞r❡
✈❡rs π✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬❛❧♦rs φ(t1 + h) ∈]− π2 , π2 [✳ ▲♦rsq✉❡ φ = π ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❛ss♦❝✐é à ✭✶✺✮ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ R(t) = (r1(t), r2(t)) t❡♥❞ ✈❡rs J = (−1, 1)✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❝❛s✱ ♦♥ ❛ r2 > r1 ≥ 0 ✭❝❛r r1 = u21 + v21✱ ♣♦✉r ✭✶✺✮ ❝❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ s❛✉t ❞❡ φ ♣♦✉r
❧❛ ✈❛❧❡✉r r1 = 0✱ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ r1 ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢✮✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡
♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ||R − J || ❞é❝r♦✐t ❡t q✉❡ R ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛tt❡✐♥t ❧✬❛①❡ r1 = 0 ❝❛r ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s♦rt✐r ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r φ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ π✱ R ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs 0 ❡t
||R− J ||t < 0 ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✳
✶✹❙✐♥♦♥✱ ∃(r22 − r21)t < −α ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞♦♥❝ r22 − r21 → −∞ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ r2 > r1✳
✼✹
1
2
||R− J ||t = 1||R−J ||((r1 + 1)r1t + (r2 − 1)r2t)
= 1||R−J ||((r1 + 1)(−r31 + r2 cosφ) + (r2 − 1)(−r32 + r1 cosφ))
❙✐ 0 < r2 <
1
2
❛❧♦rs✱
r31 − r2 cosφ − r32 + r1 cosφ = (r2 − r1)(− cosφ − (r21 + r1r2 + r22)) > 0 ❞ès q✉❡ φ ❡st
❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ π✳
❉♦♥❝✱ r31 − r2 cosφ > r32 − r1 cosφ✱
❞♦♥❝ (r1 + 1)(r
3
1 − r2 cosφ) > (1− r2)(r32 − r1 cosφ) ✭❝❛r (1 + r1) > (1− r2)✮✱
❞♦♥❝ (r1 + 1)(−r31 + r2 cosφ) + (r2 − 1)(−r32 + r1 cosφ) < 0✱
❡t ||R− J ||t < 0✳
❊t ❝♦♠♠❡ r2t = −r32− r1 cosφ < −18 < 0 t❛♥t q✉❡ r2 > 12 r2 ✜♥✐t ♣❛r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
]0, 1
2
]▼❛✐s r1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ φ1 ❡st ✉♥ ré❡❧ t❡❧ q✉❡ cosφ < cosφ1 < 0✱
❛❧♦rs r2(cosφ−cosφ1) < r1(cosφ−cosφ1) ✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
❞ér✐✈é❡s s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ v > u✮ ✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r r2 > r1 > 0 ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❞❡ ✭✶✺✮ s♦♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞✉ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣♦s❛♥t φ = φ1 ✜①é ❞❛♥s
✭✶✺✮✳ ▼❛✐s (0, 0) ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ ❡t ❧❡s s❡✉❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs 0
s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ r1 = r2✳ ❉♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ r2 > r1✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tré q✉❡ limt→+∞ φ(t) = 0.
❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ limt→+∞ r1(t) = limt→+∞ r2(t) = 1✳

r1t = 0
⇔ r1 = r2 =
√
cos(φ)
r2t = 0
❙♦✐t R = (r1, r2)✱ I = (1, 1)✱ S = (s, s) = (
√
cos(φ),
√
cos(φ)) ❡t D = {R/r2 > r1 >
0}.
❙✐ φ ét❛✐t é❣❛❧ à 0✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠♦♥tr❡r ❡♥ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ (r1, r2) ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛❞éq✉❛t❡ q✉❡ ||R − I|| ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❈♦♠♠❡ φ ❡st ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞
❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ R r❡st❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ I ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡
❧✬♦♥ ✈❡✉t✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✺✳
❙♦✐t ❞♦♥❝ ǫ > 0✳
P♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ S ∈ B(I, ǫ
2
)✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r1t ❡t r2t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t R ∈ D∩∁B(I, ǫ), ||R−
I||t = 1||R−I||(R − I).Rt < 0✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ R ∈ B(I, ǫ) ✶✺✱ ❝❛r
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s♦rt✐r ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥❞r♦✐t✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡ r1− 1, r1t, r2− 1 ❡t r2t✳ ❉❛♥s ❧❛
♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❥✉st❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Rt ♣♦✐♥t❡ ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ I
❙♦✐t ✿
✶✺❈✬❡st ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❝❧❛ss✐q✉❡
✶✶✳ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω ✼✺
✕ A = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ (r1t > 0)∩(r2t ≤ 0)} = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ (r2 > r
3
1
cosφ
)∩(r1 ≤
r32
cosφ
)}
✕ B = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ (r1t ≤ 0)∩(r2t ≤ 0)} = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ (r2 ≤ r
3
1
cosφ
)∩(r1 ≤
r32
cosφ
)}
✕ C = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ (r1t > 0)∩r2t > 0} = {R ∈ D−B(I, ǫ)/ r2 > r
3
1
cosφ
∩r1 > r
3
2
cosφ
}
✕ A1 = {R ∈ A ∩ (r1 − 1 ≤ 0) ∩ (r2 − 1 > 0)}
✕ A2 = {R ∈ A ∩ (r1 − 1) > 0}
✕ A3 = {R ∈ A ∩ (r1 − 1) ≤ 0 ∩ (r2 − 1) ≤ 0}
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ r1t ❡t r2t✱ ❝❡ ♣❛rt❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
D −B(I, ǫ)
❖♥ ❛ ✿
||R− I||t = (r1 − 1)r1t + (r2 − 1)r2t||R− I|| =
(R− I).Rt
||R− I|| .
✕ s✐ R ∈ B ❛❧♦rs r1 − 1 ≥ 0✱ r2 − 1 > 0✱ r1t ≤ 0✱ ❡t r2t < 0✳ ❊t ❞♦♥❝ ||R− I||t < 0 ✭Rt
♣♦✐♥t❡ ✈❡rs I✮✳
✕ s✐ R ∈ A ❛❧♦rs
✕ s✐ R ∈ A1✱ ❛❧♦rs r1 − 1 ≤ 0✱ r2 − 1 > 0✱ r1t > 0✱ ❡t r2t ≤ 0✳ ❊t ❞♦♥❝ ||R− I||t < 0
✭Rt ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs I✮✳
✕ s✐ R ∈ A2✱ ❛❧♦rs r1 − 1 > 0✱ r2 − 1 > 0✱ r1t > 0✱ ❡t r2t < 0✳ ■❝✐✱ Rt ♥❡ ♣♦✐♥t❡ ♣❧✉s
❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ I ♠❛✐s ❛❧♦rs r2− 1 > r1− 1 ❡t −r2t > r1t ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿
−r2t = r32 − r1 cosφ
> r2 − r1 cosφ
> r2 − r1
> r2 cosφ− r1
> r2 cosφ− r31
= r1t > 0
❖r ♣✉✐sq✉❡ r2 > r1✱ ♦♥ ❛ (r2 − 1) > (r1 − 1)✱
❞♦♥❝ −r2t(r2 − 1) > r1t(r1 − 1)✱ ❡t ||R− I||t < 0✳
✕ s✐ R ∈ A3✱ ❛❧♦rs r1 − 1 ≤ 0✱ r2 − 1 < 0✱ r1t > 0✱ ❡t r2t ≤ 0✳
❊♥ ❢❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ S ∈ B(I, ǫ
2
)✱ q✉❡ R /∈ B(I, ǫ)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✭✈♦✐r ❣r❛♣❤✐q✉❡✮ ✿
r31
cosφ
< r1 <
r32
cosφ
< r2
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
r2 cosφ− r31 > r32 − r1 cosφ
❈♦♠♠❡ 0 < 1− r2 < 1− r1✱ ♦♥ ❛
−r2t(1− r2) < r1t(1− r1)
❡t ❞♦♥❝ ||R− I||t < 0✳
✼✻
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s✐ R ∈ A ❛❧♦rs ||R− I||t < 0✳
✕ s✐ R ∈ C ❛❧♦rs r1 − 1 < 0✱ r2 − 1 < 0✱ r1t > 0✱ ❡t r2t > 0✳ ❊t ❞♦♥❝ ||R− I||t < 0✳
❋✐❣✳ ✸✺ ✕ P❛rt❛❣❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r2 > r1 s✉✐✈❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ r1t✱r2t✱ r1 − 1 ❡t r2 − 1✳
✶✷ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s
✶✷✳✶ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ− ω
❖♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬ét✉❞❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♣❧✉s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ ❥✉st❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❛r ✐❧ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ s♣✐r❛❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ N ♦s✲
❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ λ − ω ❝♦✉♣❧és ❡♥tr❡ ❡✉① ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❡st ❝♦✉♣❧é à s❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st r❡❧✐é ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧s
❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✱ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n ✿{
(ui)t = λ(ri)ui − ω(ri)vi + ui+1 − 2ui + ui−1
(vi)t = λ(ri)vi + ω(ri)ui + vi+1 − 2vi + vi−1 ✭✶✻✮
♦ù ❧✬♦♥ ♣♦s❡ (uN+1, vN+1) = (u1, v1) ❡t (u0, v0) = (uN , vN)✳ ❊♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s ✭✶✻✮
❞❡✈✐❡♥t {
rit = −r3i − ri + ri+1 cos(θi+1 − θi) + ri−1 cos(θi−1 − θi)
θit = r
2
i
ri+1
ri
) sin(θi+1 − θi) + ( ri−1ri ) sin(θi−1 − θi)
❊♥ ♣♦s❛♥t φi+1 = θi+1 − θi, 1 ≤ i ≤ N ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ N − 1 ✿

rit = −r3i − ri + ri+1 cosφi + ri−1 cos(φi−1
φit = r
2
i+1 − r2i + ri+2ri+1 sinφi+1 − (
ri
ri+1
+ ri+1
ri
) sinφi +
ri−1
ri
sinφi−1
θ1t = r
2
1 +
r2
r1
sin(φ1) + (
rN
r1
) sin(−φN)
P✉✐s ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ θ1 ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ θ1(0) ♣rès ♦♥ ❛ ✿{
rit = −r3i − ri + ri+1 cosφi + ri−1 cosφi−1
φit = r
2
i+1 − r2i + ri+2ri+1 sinφi+1 − (
ri
ri+1
+ ri+1
ri
) sinφi +
ri−1
ri
sinφi−1
✭✶✼✮
✶✷✳ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ✼✼
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ φi =
2π
N
, ri = r(t) ❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é♥♦♥❝❡ s♦✉s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t✱ ❞é❥à ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❬✷✸❪ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✶✼✮ ❛❞♠❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
φi =
2π
N
, ri = r(t)
♦ù r ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ rt = −r3 + r(2 cosφ− 1)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r N > 6✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
φi =
2π
N
, r =
√
2 cosφ− 1.
❚❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r N ≤ 6 ❡❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
φi =
2π
N
, r = 0
❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣✐r❛❧❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ N(> 6) ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡
λ−ω ❡♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ✉♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡s é✈♦❧✉❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉✳
❈✬❡st à ♣❡✉ ♣rès ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦✉r ❧❡s s♣✐r❛❧❡s✳ ❆ ❝❡❝✐ ♣rès q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♥✬❡st ♣❧✉s s✉r ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ♠❛✐s s✉r q✉❛tr❡ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❛s ❡♥ ❛♥♥❡❛✉ ♠❛✐s ❡♥
s♣✐r❛❧❡✳ ❉❛♥s ❬✺✽❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r♦t❛t✐✈❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r
✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡N∗N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ✭✶✸✮✱ ❧♦rsq✉❡
s❡✉❧❡s ❧❡s ♣❤❛s❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ P❛r ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡
❞❛♥s ❬✺✾❪ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s r❛②♦♥s✱ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ❖♥ r❡✈✐❡♥❞r❛ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ✭✶✻✮✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❞✉
r❛②♦♥✳ ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡
φit = sinφi+1 − 2 sinφi + sinφi−1 1 ≤ i ≤ N − 1 ✭✶✽✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ N > 4✱ ∀i ∈ [1, N ], 0 < φi(0) < π2 ✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞❡ ✭✶✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
φi =
2π
N
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡
Φ(φ1, ..., φN)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♦♥ ✈❛
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
E(Φ) = max
i∈[1,N ]
φi(t)− min
i∈[1,N ]
φi(t)
✼✽
❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st 0✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳
❙♦✐t t > 0 t❡❧ q✉❡ 0 < φi(t) <
π
2
✳ ❊t s♦✐t i ∈ [1, N ] t❡❧ q✉❡
φi(t) = φ = max
1≤j≤N
φj(t)
❙✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s φj, j = i+ 1 ♦✉ j = i− 1 ❞❡ φi ✈ér✐✜❡
φj < φi
❛❧♦rs ♣✉✐sq✉❡ s✉r [0, π
2
], φ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡
φ′i(t) = sinφi+1 − 2 sinφi + sinφi−1 < 0
▼❛✐s ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s φj ❞❡ φi✱ ♦♥ ❛✐t
φi = φj
❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛
φ′i(t) = 0
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✬♦❞r❡ 2 φj, j = i+ 2 ♦✉ j = i− 2 ❞❡ φi ✈ér✐✜❡
φj < φi
❛❧♦rs φ′i = 0 ❡t φ
′
j < 0 ♣♦✉r j = i+ 1 ♦✉ i = j − 1 ❞♦♥❝✱
φ′′i (t) = cosφi+1φ
′
i+1 − 2 cosφiφ′i + cosφi−1φ′i−1
< 0
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s φj ❞❡ φi ❞✬♦r❞r❡ str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r m ✭j ∈ [i−m+ 1.., i− 1] ∪ [i+ 1, ..., i+m− 1]✮ ✈ér✐✜❡♥t φj = φi = φ ❛❧♦rs
∀k < m φ(k)i (t) = 0
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s φj ❞❡ φi ❞✬♦❞r❡ m ✭j = i−m ♦✉ j = i+m✮ ✈ér✐✜❡
φj < φi✱ ❛❧♦rs
φ
(m)
i (t) < 0
❉❡ ♠ê♠❡ s✐ ♣♦✉r m ∈ [1, N ] ✭♦✉ ♣❧✉tôt [1, N
2
]✮✱ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à m✱
φj, j ∈ [i−m+ 1, ..., i− 1] ∪ [i, ..., i+m− 1] ✈ér✐✜❡♥t φi = φj ❛❧♦rs
∀k ∈ [1,m− 1] φ(k)i (t) = 0
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♣♦✉r j = i+m ♦✉ j = i−m✱ ♦♥ ❛ φj < φi ❛❧♦rs
φ
(m)
i (t) < 0
✶✷✳ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ✼✾
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r m = 2✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✈r❛✐ ❥✉sq✉à ❧✬♦r❞r❡ m− 1✳ ❖♥ ❛
φ
(k)
i = (sinφi−1 − 2 sinφi + sinφi+1)(k−1)
= (cosφi−1(φi−1)′ − 2 cosφi(φi)′ + cosφi+1(φi+1)′)(k−2)
=
k−3∑
j=0
((cosφi−1)(k−2−j)(φi−1)j − 2(cosφi)(k−2−j)(φi)j + (cosφi+1)(k−2−j)(φi+1)j)
+ cosφi−1(φi−1)(k−1) − 2 cosφi(φi)(k−1) + cosφi+1(φi+1)(k−1)
❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ k ≤ m − 1✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✉♥ t❡r♠❡ (φj)(l), l ≤ m − 2✳ ❈♦♠♠❡
t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s φi ❞✬♦r❞r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à m − 1 s♦♥t é❣❛✉①✱ t♦✉s ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✬♦r❞r❡
✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à m− 2 ❞❡ φi−1, φi ❡t φi+1 s♦♥t é❣❛✉① ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ φ
(k)
i = 0✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ k = m✱ ❡t q✉❡ φi+m < φi ♦✉ φi−m < φi✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❣râ❝❡ à
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ φ
(m)
i < 0✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♦♥ ❛ φj < φi ♣♦✉r ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ j ∈ [1, N ]✳ ●r❛❝❡ ❛✉ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ♣♦✉r h ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱
φi(t+ h) < φi(t)
♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ φi(t) = φ = maxj∈[1,N ] φj✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s j ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
♣❛s à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♦♥ ❛ φj(t) < φ ♦♥ ❛
max
j∈[1,N ]
φj(t+ h) < max
j∈[1,N ]
φj(t)
♣♦✉r h ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳
❉❡ ♠ê♠❡
min
j∈[1,N ]
φj(t+ h) > min
j∈[1,N ]
φj(t)
❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r t♦✉t t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [1, N ] 0 < φi(t) < π2 ✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r t = 0 ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
E(t) = max
i∈[1,N ]
φi(t)− min
i∈[1,N ]
(t)
❡st sr✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r R+✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡st 0 ♣❛r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐♥♦♥ s♦✐t
a > 0 ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t > 0✱ E(Φ(t)) > a✳ ▼❛✐s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t
❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ Φ(tk) = (φ1(tk), .., φN(tk)) q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥
é❧é♠❡♥t φ¯ ❞❡ ]0, π
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[N ✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❧✐♠✐t❡ Φ¯✱ E ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t
✈ér✐✜❡ E(S(t)φ¯) < a✶✻ ♣♦✉r t > 0✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r t ✜①é✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t Φ(tk) ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Φ¯✱ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t E(S(t)Φ(tk)) < a ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✶✻❖ù S(t)φ¯ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✽✮ ♣♦✉r Φ(0) = Φ¯
✽✵
✶✷✳✷ ◗✉❡❧q✉❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♠♦t✐✈és ♣❛r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛
♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡
❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s str✉❝✲
t✉r❡s✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ ét❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❝❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s λ − ω ❝♦♥st✐✲
t✉❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♦s❝✐❧❧❛♥ts ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❝❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✸✮✳ ▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù
❝❤❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r
❧✬❛❝❝r♦❝❤❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛s❡s ✭❬✷✺❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✺✻❪✱ ❬✷✽❪✮✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s♣✐r❛❧❡ ♥✬❡st
♣❛s ♥♦✉✈❡❛✉ ❡t ♦♥ ❝✐t❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ré❢ér❡♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣✉ r❡♥❝♦♥tré ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉
♣❤é♥♦♠è♥❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♣✐r❛❧❡
❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✸✮ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s r❛②♦♥s ❡t ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ❉❛♥s ❬✺✾❪✱ ❧❡s
❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡ss❡ ❞✬❡①✐st❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ β ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬❛s♣❡❝t ❝❤❛♦t✐q✉❡ ♠♦♥tré❡ ♣♦✉r β = 2✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
♠♦♥tré❡ ❣râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ ❊❧❧❡ s✬❛♣♣✉②❡ s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❡①❤✐❜é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ✿ ❬✺✽❪✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦ssé❞❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛rré ❞✐✈✐sé
❡♥ q✉❛tr❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ét❛♥t ❞é❝❛❧é❡ ❞❡ π
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♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t
❛❧♦rs ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ▲❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
② ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●✳❇✳ ❊r♠❡♥tr♦✉t q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡
❞❛♥s ✿ ❬✷✹❪✳ ❉❛♥s ❬✺✾❪✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s✳ ▲✬❡t✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛✈❛✐t ❞é❥❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ◆✳ ❑♦♣❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬✸❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs✳ ❉❛♥s
❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ■❧s ②
ét✉❞✐❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞❡ t②♣❡ λ − ω ♠❛✐s ❛✈❡❝
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡♥ ♣❧✉s✳ ■❧s ② ❢♦♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬❡✛❡t ❵❇❛r✲❊❧✐✬ ✿ ✐❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❞❡✉① ♦s❝✐❧✲
❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡t s✬❛♥✐❤✐❧❡♥t ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲✬ét✉❞❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❢❛✐t❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✱
❞é❝r✐t ✉♥ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❬✸❪ ✭s②stè♠❡ ✶✳✷ ❛✈❡❝ κ = γ = 1✮
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✐♠♣❧❡s ❡t ♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼✳ ●♦❧✉❜✐ts❦②✱ ■✳
❙t❡✇❛rt ❡t ❉✳●✳ ❙❝❤❛❡✛❡r ✭✈♦✐r ❬✸✵❪✱ ❬✸✶❪ ✮ ♣♦✉r t✐r❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❛♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛tt❡r♥s q✉✐ ② ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t
❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♠♦♥✲
tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❝❤❡r❝❤❡r à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣r♦❝❤❡ ❞❡ (u, v)(r, θ, t) = (A(r) cos(Ωt+ αr+ βθ), A(r) sin(Ωt+ αr+ βθ))✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣✲
✶✷✳ ❆♥♥❡❛✉① ❞❡ N ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❡t ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ✽✶
♣r♦❝❤❡ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ t②♣❡ λ − ω✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❉✳❙✳ ❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪✱ ◆✳❑♦♣❡❧❧
❡t ▲✳◆ ❍♦✇❛r❞ ❬✹✵❪✱ P❛✉❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✻✵❪✳ ▲❡s s②stè♠❡s λ− ω ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡♥ ✶✾✼✸ ♣❛r
◆✳❑♦♣❡❧❧ ❡t ▲✳◆ ❍♦✇❛r❞ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✾❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ❢r♦♥ts ❞✬♦♥❞❡s ✭❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐✮ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛♥ts ❛ss❡③
❣é♥ér❛✉①✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s λ−ω s♦♥t ❧✐és ❛✉① s②stè♠❡s ❞❡ ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥
♦s❝✐❧❧❛♥ts ✭✈♦✐r ❬✸✾❪✱ ❬✷✷❪✮✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✳ ❇❛r❦❧❡② s✉r ❧❡s
s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✽❪ ❬✾❪ ❬✼❪✮ ❡t ❞❡ ❲✐♥❢r❡❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❬✼✶❪✮✳ ❈❡tt❡ s✉❝❝✐♥t❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ♥❡ s❡ ♣rét❡♥❞ ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s é♣✉✐sé
t♦✉t❡s ❧❡s ✐❞é❡s q✉✐ ② s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ■❧ ❛ s❡♠❜❧é ♣ré❢ér❛❜❧❡
❞❡ s✬♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❧✉s ♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥ ❧✐❡♥
❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹ ❡t s✉rt♦✉t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✺✳
✽✷
◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❡①❝✐t❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉P
❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té
s♣❛t✐❛❧❡
✽✸

✽✺
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❡t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮
♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧✳
▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s
❛✈❡❝ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é Ω ❞❡ R2✳ ❖♥ ❢❛✐t
❞é♣❡♥❞r❡ c ❞❡ x✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡✱ q✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦s❝✐❧❧❛♥t ❡t q✉✬✐❧
s♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡ ✭c < −1 ❡t c ♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1✮ ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❖♥ s❡ ❞✐t q✉✬❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥
❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ ❞♦✐t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❖♥ ✈❛ ✈♦✐r
❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❡①❛❝t s✐ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡s
♠❛✐s ♥♦♥ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✭c << −1✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ c(x) ♣♦✉r ❞❡s x ♥♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛♥❞ ❛♣♣❛r❛îss❡♥t ❧❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c(x) é❧♦✐❣♥é❡s ❞✉ s❡✉✐❧
❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té −1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦❝❤❡s ❞❡ −1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛ss❡③
❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r
❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❧✐és ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮ ✭❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❞❡ t②♣❡ ❢♦②❡rs✱ ♥♦❡✉❞s✳✳✳✮✳ ▲❡s ét✉❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❧✐é
à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱
q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✳
❆✐♥s✐ s✐ |c| > 1✱ ❧❡ s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ |c| < 1 ❧❡
s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛
❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭u¯✱v¯✮ ✈ér✐✜❡ supx∈Ω u¯(x) < −1 ❧❡ s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ supx∈Ω u¯ ∈] − 1, 1[ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ s❡♠❜❧❡ é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
❝❛tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ supx∈Ω u¯ ∈] − 1, 1[ ♥✬❛ss✉r❡ ♣❧✉s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❡rs
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
t❡♥❞❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ supx∈Ω u¯ < −1 r❡st❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡
❧❡ s②stè♠❡ t❡♥❞❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ✐♥❝❧✉t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉t t♦✉t t❡♠♣s✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉②❡ s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❝❧❛ss✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 1✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✳
❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡
ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ D✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❛♥s L2(Ω, D)✶✼✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r
❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧ ❡t ♥✬❛ ♣❛s été ❞é♠♦♥tré ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧❛ t❤ès❡✳ ▼♦t✐✈é ♣❛r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♦♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
✶✼L2(Ω, D) = {(u, v) ∈ L2(Ω)× L2(Ω) t❡❧s q✉❡ (u, v) ∈ D ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t x ∈ Ω}
✽✻
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈✱ ❧♦rsq✉❡ f ❡st ❝✉❜✐q✉❡✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ǫ = 1✳ ▲♦rsq✉❡ ǫ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡
❛♣♣r♦❝❤é ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ −δv ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s (L2(Ω))2✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s L∞(Ω)✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✿ {
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− c(x) + ∆v ✭✶✷✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
♦ù Ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ RN ❡t n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳
f ❡st ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ f(u) = −u3 + 3u ♦✉ s♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞♦♥♥é à ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✳ P♦✉r T > 0✱ ♦♥ ♣♦s❡ ΩT = Ω×]0, T [✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳{
0 = f(u)− v +∆u
0 = u− c(x) + ∆v ✭✶✾✮
❡t✱
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
❖♥ ♥♦t❡ ✭u¯✱v¯✮ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳
▼♦②❡♥♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✭✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t{
ǫut = g(u¯(x), u)− v +∆u
vt = u+∆v
✭✷✵✮
♦ù g(u¯, u) = −u3 − 3u¯u2 + 3(1− u¯2)u
✭❡t ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮ ♦✉ ✭✷✮✱ ♦♥ s❡ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u¯ ❞♦✐t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳
✶✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c
❖♥ s✐♠✉❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❛rré ❞❡ R2✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ s❝❤é♠❛
❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉r ✉♥ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ 100 × 100✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ǫ = 0.1✳ ▲❡s
✶✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✽✼
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝❡♥✲
tr❛❧❡s ♥❡ s✬❡①❝✐t❡♥t ♣❛s ❛✉ ❞é♣❛rt ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (u(0, x, y), v(0, x, y)) ♣r♦❝❤❡s ❞❡ −1.5, 0✮✶✽✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❡t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ❞❡ ✭✶✮ ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ à ♣r❡♥❞r❡
c(x) t❡❧ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦s❝✐❧❧❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t✱ s✉✣s❛♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❛✐❧❧❡✉rs ♣♦✉r q✉❡
❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡①❝✐t❡♥t✱ ✈✐❛ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s s❡
♣r♦♣❛❣❡♥t ❡♥s✉✐t❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ❡t à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ c(x) = 0 ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❡t c(x) = −1.1 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✵✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡s ❞✉ s❡✉✐❧
❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ c(x) = 0 ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❡t
c(x) = −1.5 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ❛❧♦rs
✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✻✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✿
c(x) =
{
0 s✐ x ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡s ❝❡❧❧✉❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
c < −1 s✐♥♦♥
✶✸✳✶ ▲❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡
P♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❝✉❜✐q✉❡✱ ♦♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r c ❡♥tr❡ −1.5 ❡t −1.1✳
❖♥ ❞é❝r✐t ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣❡rt✐✲
♥❡♥t❡s✳
✕ c = −1.5✱✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✻✮
❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ (u¯, v¯)✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ u¯ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✻✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ c(x)✱ u¯ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❡t
s♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ infx∈Ω c(x) ≤ u¯ ≤
supx∈Ω c(x)✳
✕ c = −1.22✱✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✼✮
❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
f ❡st ❝✉❜✐q✉❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✉♥ ❢♦②❡r✱ ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ c ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ −1✳ ▲❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ c = −1.5 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs
à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ✭✶✮ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❡r s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ supx∈Ω u¯ ∈]− 1, 1[✱ ❡t ♣♦✉rt❛♥t✱ ❧❡
s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✕ c = −1.2188✱ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✽✮
❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❥✉sq✉à T = 200 ♦✉ 2000 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡♠❜❧❡
♣❧✉s é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s s❡♠❜❧❡♥t é✈♦❧✉❡r
s❡❧♦♥ ✉♥ très ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
✶✽❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s
♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ♣♦✉r ❝ ✜①é✱ ♦♥ ❛ ♦❜s❡r✈é ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s t❡sté❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝
❞♦♥♥és ❝✐ ❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s✱ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❡✛❡❝t✉é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù c = 0✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
✽✽
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s q✉✐ r❡st❡♥t q✉❛s✐ ✐♠♠♦❜✐❧❡s✳ ❖♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ❡♥❝♦r❡
✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝✱ ♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✲é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥
♣r❡♥❞ c = −1.2187✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❛ss❡③
❧♦♥❣ ✭≈ 190 ≈ 470✳✳✳ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✮ ❛❧♦rs q✉✬❛✈❛♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡
❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❝❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❞❡ t②♣❡ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✱ ❣r❛♥✲
❞✐ss❡♥t ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❞❡ s♦rt❡ q✉✬à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ s✬❡①❝✐t❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳
✕ c = −1.21✱✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✾✮
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ c = −1.2187✱ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✱ ♣✉✐s s✬❡①❝✐t❡♥t ❡t é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r
♣rès ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♥✬♦♥t q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉
❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡✱ ❧❡s ❡①❝✐t❡ ❡t ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ré♣été
♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧ ♥✬❛ ♣❛s été ♦❜s❡r✈é ❞✬❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✈❛❧❡✉r−1.19✳
✕ c = −1.1✱ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✵✮
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1.19✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❝❡♥tr❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s é✈♦❧✉❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳
✶✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✽✾
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❋✐❣✳ ✸✽ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.2188✳
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❋✐❣✳ ✸✾ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.21✳
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✭❛✮
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❋✐❣✳ ✹✵ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.1✳
❊♥✜♥✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ♣❛r ✉♥✐té ❞❡
t❡♠♣s ✿
✾✹
c −1.2 −1.1 −1.01
❱✐t❡ss❡ 13.9 16.1 18
❋✐❣✳ ✹✶ ✕ ❱✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✳
❘és✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜s❡r✈é❡s
▲❡ ❢❛✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r❡♥❞ c ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
−1✳ ❊t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ c ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs
❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✾✮✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉
❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r supx∈Ω u¯ ∈] − 1, 1[ ❜✐❡♥
q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t✱ ❡st ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✱ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❛✐♥s✐ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡✳ ❆ ♥♦t❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ c✱ ❡t q✉❡ ❝❡tt❡
✈✐t❡ss❡ ❡st é❧❡✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s
t❛r❞✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❧❡s
♦♥❞❡s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✼✮✳
✶✸✳✷ ▲❡ ❝❛s ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s❡♠❜❧❡ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉✲
❜✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r c2 = −1.5✱ ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r
c2 = −1.1✱ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ❡♥❣❡♥❞ré❡s ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥✲
tr❛❧❡s✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
✕ ❝❂✲✶✳✷ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✷✮
P♦✉r c = −1.2 ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥tr❡ −1 ❡t 1✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❜✐❡♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✕ ❝❂✲✶✳✶✺ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✸✮
P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▼❛✐s
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❝❡♥tr❛❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ é✈♦❧✉❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝②❝❧❡
✭♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✭✶✮✮ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞é❝r♦✐t ❛✈❡❝ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝❡♥tr❡✳ ❙✐ ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ❜♦✉t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❞♦♥❝
♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳
❈✬❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❝❛r ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ǫ = 0.1✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡q✉✐❧✐❜r❡ ❞✉
s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡t✐t❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✳
✶✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✾✺
✕ ❝❂✲✶✳✶✹ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✹✮
P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝ ♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r
❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❡t ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡✳ ▲❡ ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❞é❝r♦ît ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬é❧♦✐❣♥❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t ❞✐s♣❛r❛ît r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❣r❛♥❞
❝②❝❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳
❉②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s q✉✐
❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❡
♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✮✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
q✉✐ s✬❛tté♥✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱ ❡t q✉✐ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❈❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ❡st ré♣été ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳
✕ ❝❂✲✶✳✶ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✺✮
P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s é✈♦❧✉❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ✉♥
✉♥✐q✉❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✳ ✹✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.2✳
✾✻
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
❋✐❣✳ ✹✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.15✳
✶✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✾✼
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
❋✐❣✳ ✹✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.14✳
✾✽
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮
❋✐❣✳ ✹✺ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.1✳
❊♥✜♥✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣♦✉r c = −1.1 ❡t c = −1.01
✶✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✾✾
c −1.1 −1.01
❱✐t❡ss❡ 10.6 10.5
❋✐❣✳ ✹✻ ✕ ❱✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r✲
❝❡❛✉①✱ c = −1.1 ❡t c = −1.01✳
❘és✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜s❡r✈é❡s
▲❡s r❡♠❛rq✉❡s s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ♣♦✉r ✭✶✮✳ ❊t
♣♦✉r ǫ = 0.1✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ✭✶✮ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞✳ ❖♥ ♥❡ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ❛♣♣❛r❛✐tr❡
❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛✐tr❡
❞❡s ♣❡t✐t❡s ❡t ♠♦②❡♥♥❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭c = −1.5, c = −1.4✮ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❧✐é❡s
à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡st ❛ss❡③ ♠❛rq✉❛♥t❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s
q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s❡ r❡ss❡♠❜❧❡♥t✳ ▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❜r✉t❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣❡✉✈❡♥t ❧✬êtr❡ ❝❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❖♥ ② ✈♦✐t ❧❛
♠❛rq✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ q✉✐ t❡♥❞ à r❛♣♣r♦❝❤❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱
❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳
✶✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❖♥ r❡❢❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ✭✶✷✮
♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢ −δv ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡
✭✶✷✮✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡{
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− δv − c+∆v ✭✷✶✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ❡t ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t
❛ttr❛❝t❡✉r✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✐❝✐ δ = 0.01 ❡t
c(x) =
{
0 s✐ x ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡s ❝❡❧❧✉❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
c < −1 s✐♥♦♥
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t u(0, x, y) = −1.5 v(0, x, y) = 0.1✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r
❧❡s ♠ê♠❡s ✜❣✉r❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ = 0✱ ❜✐❡♥ q✉❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉ t❡r♠❡ ❞✐ss✐♣❛t✐❢✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡♥t✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r
✶✵✵
✕ c = −1.3 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✼✮✱
❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳
✕ c = −1.195 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✽✮✱
❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ t♦✉❥♦✉rs ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù c = −1.22
s✐ δ = 0 ❡t ❧❡s ♠ê♠❡s r❡♠❛rq✉❡s s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳
✕ c = −1.19302 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡s ✹✾ ❡t ✺✵✮✱
♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥
s❡ ❧✐♠✐t❡ à T = 200✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ très
♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉❡ ❧✬❛♠♣❧❡✉r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛✉❣♠❡♥t❡ très ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ P♦✉r t ≈ 1950✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
s✬❡①❝✐t❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù
❛♣♣❛r❛ît ❝❡tt❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞é♣❡♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✳
✕ c = −1.19 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✶✮✱
♦♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✱
♣✉✐s s✬❡①❝✐t❡♥t ❡t é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r ♣rès ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ r❡♥♦✉✈❡❧❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t q✉❡ ♣❡✉ ❞✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡✱ ❧❡s
❡①❝✐t❡ ❡t ❣é♥èr❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ré♣été ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳
✕ c = −1.15 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✷✮✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s é✈♦❧✉❡♥t ❡①✲
❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳
❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù δ = 0.1✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡❧q✉❡
s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c < −1 ❝❤♦✐s✐❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝❡♣❡♥❞❛♥t r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s c(x) = 0 ❛✉ ❝❡♥tr❡✳
✶✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✶✵✶
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✹✼ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ ♣♦✉r δ = 0.01✱ f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.3✳
✶✵✷
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✹✽ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ ♣♦✉r δ = 0.01✱ f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.195✳
✶✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✶✵✸
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✹✾ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ ♣♦✉r δ = 0.01✱ f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.19302 ✭T = 200✮✳
✶✵✹
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✺✵ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ ♣♦✉r δ = 0.01✱ f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.19302 ✭T = 2000✮✳
✶✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✶✵✺
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮
❋✐❣✳ ✺✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ δ = 0.01✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.19✳
✶✵✻
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮
❋✐❣✳ ✺✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✱ ♣♦✉r δ = 0.01✱ f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.15✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✹✳ ▲✬ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s
♠✐❧✐❡✉① ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✐♥tér❡ss❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣❤②s✐♦❧♦❣✐st❡s ❡t ♣❤②s✐❝✐❡♥s q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❬✶✹❪✱ ❏✳ ❏❛❧✐❢❡ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ♦♥t t❡sté
❧✬❡✛❡t ❞❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥s é❧❡❝tr✐q✉❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s✉r ❞❡s ✜❜r❡s ❞❡ P✉r❦✐♥❥❡ ✐ss✉❡s ❞✉ ♠✉s❝❧❡
❝❛r❞✐❛q✉❡ ❞❡ ♠♦✉t♦♥ ❡t ❡①❤✐❜é ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❛❝❝r♦❝❤❛❣❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s✱ ❞♦✉✲
✶✺✳ ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❡t ❛ttr❛❝t❡✉rs ✶✵✼
❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s✳✳✳✮ q✉✐ s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ■❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❬✶✺❪ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❡✛❡t
❞✉ ♥❡r❢ ✈❛❣❛❧ s✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✉ ♥♦❡✉❞ s✐♥✉s❛❧✳ ❉❛♥s ❬✼✸❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ♥✉♠é✲
r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❵❞❡❛t❤ s♣♦t✬ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❘❘ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ét✉❞✐é ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
été ♦❜s❡r✈és ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✶✮ s✐ ❧✬♦♥ r❛❥♦✉t❡ ❞❡s ♣❡t✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❧❛♣❧❛❝✐❡♥s
♣♦✉r ❛✛❛✐❜❧✐r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▲✬ét✉❞❡ ♥✬❛ ♣❛s été ♣♦✉ssé❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❛✐s ♦♥ ② r❡✈✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡s à ❧❛
♣❛rt✐❡ ✺✳
✶✺ ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❡t ❛ttr❛❝t❡✉rs
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❊❉P✳ ❊❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥
❛♣❡rç✉ ❞✉ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥s❝r✐r❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①❤✐❜❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ❛tt✐r❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
♣♦✉r ✉♥ t❡♠♣s ❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬❛♣♣❛r❛ît ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❞✬❛ttr❛❝t❡✉r✳
❆ttr❛❝t❡✉rs
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ s✉✐t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✻✼❪✳
❙♦✐t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❯♥ C0 s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ s✉r H ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs S(t)t≥0 ❞❡ H ❞❛♥s
H q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ S(0) = Id
✕ S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(s+ t)
✕ S(t)u0 ❡st ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ u0 ❡t ❡♥ t
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ω−❧✐♠✐t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t u0 ❞❡ H ❡t ❞✬✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞❡ H✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ω(u0) =
⋂
s≥0
⋃
t≥s S(t)u0
ω(A) =
⋂
s≥0
⋃
t≥s S(t)A
▲❡♠♠❡ ✾✳ φ ∈ ω(A) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (tn, φn) ❛✈❡❝ tn → +∞, φn ∈ A
t❡❧s q✉❡
S(tn)φn → φ q✉❛♥❞ n→ +∞
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ❯♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡ H ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣♦✉r S(t) s✐
S(t)X = X ∀t ≥ 0
▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ω−❧✐♠✐t❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
▲❡♠♠❡ ✶✵✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r A ∈ H✱ A 6= 0 ❡t ♣♦✉r t0 > 0✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
⋃
t≥t0 S(t)
❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s H✳ ❆❧♦rs ω(A) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♠♣❛❝t ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
✶✵✽
❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs✳ ❱♦✐❝✐ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❯♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ⊂ H q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳
A ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t
A ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♦✉✈❡rt U t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u0 ❞❛♥s U ✱ S(t)u0 ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s A
q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
inf
y∈A
d(S(t)u0, y)→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞
✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ A ⊂ H ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)t≥0 s✐
A ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t q✉✐ ❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ H✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ❙♦✐t B ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ H ❡t U ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥t❡♥❛♥t B✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ B
❡st ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s U s✐ ❧❛ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ U r❡♥tr❡
❞❛♥s B ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ✿
∀B0 ⊂ U B0 ❜♦r♥é ,∃t0(B0) t❡❧ q✉❡ S(t)B0 ⊂ B ∀t ≥ t0
❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ B ❛tt✐r❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ U
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té
❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S(t) s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts ♣♦✉r t ❛ss❡③
❣r❛♥❞ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t0 ❞é♣❡♥❞❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ B t❡❧ q✉❡⋃
t≥t0
S(t)B ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s H ✭✷✷✮
▲♦rsq✉❡ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡
♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
S(t) = S1(t) + S2(t) ✭✷✸✮
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S1(t) s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥ts ❝♦♠♣❛❝ts ♣♦✉r t ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ✭✷✹✮
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é C ⊂ H✱
rC(t) = sup
φ∈C
|S2(t)φ|H → 0 q✉❛♥❞ t→ +∞ ✭✷✺✮
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S(t)
s❛t✐s❢♦♥t ✭✷✷✮ ♦✉ ✭✷✸✮✲✭✷✺✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt U ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❜♦r♥é B ❞❡ U t❡❧ q✉❡ B ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s U ✳
❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω✲❧✐♠✐t❡ ❞❡ B✱ A = ω(B) ❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❝♦♠♣❛❝t q✉✐ ❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s
❜♦r♥és ❞❡ U ✳ ❈✬❡st ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s U ✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤
❡t U ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs A ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳
✶✺✳ ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❡t ❛ttr❛❝t❡✉rs ✶✵✾
❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ∈ C(H,R) ❡st ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r S(t)t≥0 s✐
♦♥ ❛ ✿
Φ(S(t)u) ≤ Φ(u)∀u ∈ H
❚❤é♦rè♠❡ ✶✺ ✭Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛ ❙❛❧❧❡✮✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r
S(t)t≥0 ❡t s♦✐t u ∈ H t❡❧ q✉❡ ∪t≥0S(t)u s♦✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s H✳ ❆❧♦rs
✕ c = limΦ(S(t)u) ❡①✐st❡
✕ Φ(y) = c ∀y ∈ ω(u)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ∀y ∈ ω(u),∀t ≥ 0 Φ(S(t)u) = Φ(y)
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ Φ ♣♦✉r S(t)t≥0 ❡st ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈
str✐❝t❡ s✐ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t u ∈ H q✉✐ ✈ér✐✜❡ Φ(S(t)u) = Φ(u)∀t ≥ 0✱ u ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
✶✾❞❡ S(t)t≥0✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✻✳ ❙♦✐t Φ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ str✐❝t❡ ♣♦✉r S(t)t≥0 ❡t s♦✐t u ∈ H t❡❧
q✉❡ ∪t≥0 s♦✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s H✳ ❙♦✐t E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡
S(t)t≥0✳ ❆❧♦rs
✕ E ❡st ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ H✳
✕ d(S(t)u,E)→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞
❙t❛❜✐❧✐té
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳ ❯♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ S(t)t≥0u⋆ ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)t≥0 ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ s✐
∀ǫ, ∃δ > 0 t❡❧s q✉❡ u ∈ H ❡t d(u, u⋆) ≤ δ ⇒ ∀t ≥ 0 d(S(t)u, S(t)u⋆) ≤ ǫ
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳ ❯♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ S(t)t≥0u⋆ ❞✉ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t)t≥0 ❡st ❞✐t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✲
♠❡♥t st❛❜❧❡ s✐ S(t)t≥0u⋆ ❡st st❛❜❧❡ ❡t s✐
∃δ1;∀u ∈ H, d(u, u⋆) ≤ δ1 ⇒ d(S(t)u, S(t)u⋆)→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭✈♦✐r ❬✸✸❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸ ♣ ✸✹✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ H ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ré❡❧✱ T (t) ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ s✉r H ❡t F : H → H✳ ❯♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣❝❤✐t③✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ❜♦r♥és✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r t♦✉t u0 ∈ H✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
♠❛①✐♠❛❧❡ u ∈ C([0, T (u0)[, H) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
u(t) = T (t)u0 +
∫ t
0
T (t− s)F (u(s))ds∀t ∈ [0, T (u0)[
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s δ ≥ 0,M ≥ 1✱ ♦♥ ❛ ✿
∀t ≥ 0, ||T (t)|| ≤Meδt
❙♦✐t u⋆ ∈ H ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡
∃R0,∃µ > 0 t❡❧s q✉❡ ||F (u)− F (u⋆)|| ≤ µ||u− u⋆|| ♣♦✉r ||u⋆u|| ≤ R0
❛✈❡❝ µ < δ
M
✳ ❆❧♦rs u⋆ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡✳
✶✾❯♥ ♣♦✐♥t u⋆ ❞❡ H ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ S(t)t≥0 s✐ ✐❧ ✈ér✐✜❡ S(t)u
⋆ = u⋆∀t ≥ 0✳
✶✶✵
❘é❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é Ω ❞❡ RN ✱ ❛✈❡❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❛✉① ❛✉ ❜♦r❞s ❞♦♥♥é❡s✳
Ut = F (U, x, t) +D∆U ✭✷✻✮
♦ù U ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Rp ❡t D ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st
t✐ré❡ ❞❡ ❬✻✻❪ ♣ ✶✾✾✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❘é❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✮✳ ❯♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❢❡r♠é Σ ❞❡ Rp ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ré❣✐♦♥
✭♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✮ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ✭✷✻✮ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s U(x, t) ❞❡ ✭✷✻✮ ❞é✜♥✐❡s s✉r
[0, τ(U(0, x)[ ❛②❛♥t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s Σ ✈ér✐✜❡♥t U(x, t) ∈ Σ ∀x ∈ Ω
❡t ∀t ∈ [0, τ [✳
▲❡♠♠❡ ✶✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ D ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Σ = ∩pi=1U : ai ≤ Ui ≤ bi
❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ✭✷✻✮ ❞ès q✉❡ F ♣♦✐♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Σ s✉r δΣ✷✵✳ ❙✐ ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs D = I✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ Σ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ F ♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ Σ s✉r
δΣ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳
❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Ω ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é ❞❡ RN ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2+α✱ ♦ù α ∈]0, 1[✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✻✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ D = ❞✐❛❣(d1, .., dp)✳ ❙♦✐t 0 ≤ r ≤ s ≤ p✳ P♦✉r
s ≤ l ≤ p ♦♥ ♥♦t❡ bl ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ C1+α(δΩ,R+) ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
dl = 0 ♣♦✉r 1 ≤ l ≤ r ✭✷✼✮
Ul(x, t) = 0 ♣♦✉r r < l ≤ s ✭✷✽✮
blUl(x, t) +
δUl
δn
(t, x) = 0 pour s < l ≤ p ✭✷✾✮
P♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿
Ul(x, 0) ∈ Cα(Ω¯) ♣♦✉r 1 ≤ l ≤ r ✭✸✵✮
Ul(x, 0) ∈ C2+α(Ω¯) pour r < l ≤ p ✭✸✶✮
Ul(x, 0) = 0 ♣♦✉r r < l ≤ s ✭✸✷✮
−dl∆Ul(x, 0) = Fl(0, x, U(0, x)) ♣♦✉r r < l ≤ s ✭✸✸✮
blUl(x, 0) +
δUl
δn
(0, x) = 0 pour s < l ≤ p ✭✸✹✮
✷✵❈❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r Σ ❞é✜♥✐ ♣❛r Σ = ∩pi=1Gi ≤ ci✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t ♣♦✐♥t U ❞❡ Rp t❡❧ q✉❡
Gi(U) = ci✱ ♦♥ ❛ DGiF (u) < 0✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t U ∈ δΣ F (U).n(U) < 0 ♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡
❡①tér✐❡✉r❡ à Σ ❛✉ ♣♦✐♥t U ✳
✶✺✳ ❙❡♠✐✲❣r♦✉♣❡s ❡t ❛ttr❛❝t❡✉rs ✶✶✶
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡ Ω¯ × [0,+∞[×Rp ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ L(B) t❡❧❧❡ q✉❡
|F (x, t, U)| ≤ L(B) ♣♦✉r t♦✉t (x, t, U) ∈ B
|F (x, t, U)F (y, s, v)| ≤ L(B)(|x− y|α + |t− s|α2 + |u− v|)
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❚❤é♦rè♠❡ ✶✽✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❛✉① ❜♦r❞s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ t❡♠♣s ♠❛①✐♠❛❧ Tmax ∈]0,+∞]✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✻✮ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, T [✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿
Ul ∈ Cα,1+α2 (Ω¯× [0, T ]) ♣♦✉r 1 ≤ l ≤ r, ♣♦✉r t♦✉t t ∈]0, Tmax[ ✭✸✺✮
Ul ∈ C2+α,1+α2 (Ω¯× [0, T ]) ♣♦✉r r < l ≤ p, ♣♦✉r t♦✉t t ∈]0, Tmax[ ✭✸✻✮
▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡
▲❡♠♠❡ ✶✷ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✮✳ ❙♦✐t g✱h✱k✱ y q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s
♣♦s✐t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r [0, T [ ✈ér✐✜❛♥t
yt ∈ L1(]0, T [) ❡t yt + k ≤ gy + h ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈]0, T [
❆❧♦rs
y(t)+
∫ t
0
k(s)ds ≤ y(0) exp (
∫ t
0
g(s)ds)+exp (
∫ t
0
g(s)ds)(
∫ t
0
h(s)ds) ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t ∈ [0, T [
▲❡♠♠❡ ✶✸ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳ ❙♦✐t g✱h✱y tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té✲
❣r❛❜❧❡s s❝❛❧❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ]t0,+∞[ ✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t t ≥ t0
yt ∈ L1❧♦❝(]t0,+∞[) ❡t yt ≤ gy + h∫ t+r
t
g(s)ds ≤ a1,
∫ t+r
t
h(s)ds ≤ a2,
∫ t+r
t
y(s)ds ≤ a3
♦ù r✱ a1✱ a2 ❡t a3 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆❧♦rs
∀t ≥ t0 + r y(t) ≤ (a3
r
+ a2) exp(a1)
▲❡♠♠❡ ✶✹ ✭❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ✮✳ ❙♦✐t y ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❝❛✲
❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s❝❛❧❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡ s✉r ]t0,+∞[ ✈ér✐✜❛♥t
yt ∈ L1❧♦❝(]t0,+∞[) ❡t ∀t ≥ t0 yt ≤ a1
∀t ≥ t0
∫ t+r
t
y(s)ds ≤ a2
♦ù r✱a1 ❡t a2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆❧♦rs
∀t ≥ t0 + r y(t) ≤ a2
r
+ a1r
✶✶✷
✶✻ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P
✶✻✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❙♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦rt❡s
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ 8 ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✻✸❪ ❡t ❞❡ ❬✹✼❪ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❞❡s
t❤é♦rè♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rt❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❡♥
❡✛❡t ❞❛♥s ❬✻✸❪ ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦rè♠❡s ♣♦rt❛♥t s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ut = ∆u+ f(u)✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡
f ❡st s♦✉♠✐s❡ à ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈ér✐✜és ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ −u3 + 3u ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✭✶✷✮✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♠❛✐s r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡
♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞ûs à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱
❡t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
tr❛✐té ❞❛♥s ❬✻✼❪✳ ❈❡s ❞❡✉① ét✉❞❡s s✉✐✈❡♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✵❪✳ ❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✷✾❪ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rt❡s ♣♦✉r ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ λ− ω s♦✉♠✐s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ réé❝r✐t ♣r❡sq✉❡
t♦✉t❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ ✭✶✮ ❡st ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳ ❖♥ ♣♦s❡
V = (H1(Ω))2, H = (L2(Ω))2
❊t ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ H ❡t H ′ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿
V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r <,> ❧❡ ❝r♦❝❤❡t ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❞❛♥s H1 ♦✉ ❞❛♥s Hs✳ ❊t✱ ♣❛r (, ) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ L2✳ ❖♥ ♥♦t❡ ||.|| ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ L2 ❡t ||.||E ✭E = Lp ♦✉ Hk✮ ❧❡s ♥♦r♠❡s
✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝♦♥s✐❞érés✳
❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✶✾✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ Ω ⊂ RN ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ Ω ❡st
❞❡ ❝❧❛ss❡ Cs✱ ♦ù s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ s ≥ m
4
✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ (u0, v0) ∈ H✱
❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t✱
(u, v) ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), u ∈ L4(ΩT )
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′) t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❧✬❡st ❞❛♥s L2(0, T ; (H1)′)✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(u0, v0) 7→ (u(t), v(t))
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s H✳
❉✐r❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′)×L2(0, T ; (H1)′) éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ♣♦✉r t♦✉t φ1, φ2 ∈ L4(0, T ;Hs)× L2(0, T ;H1) ✭❬✻✸❪ ❧❡♠♠❡ ✼✳✹✮{
ǫ
∫ T
0
< ut, φ1 > =
∫ T
0
< f(u)− v +∆u, φ1 >∫ T
0
< vt, φ2 > =
∫ T
0
< u− c(x) + ∆v, φ2 >
✭✸✼✮
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✶✸
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝✐té ❞❡ ❋❛❡r❞♦✲●❛❧❡r❦✐♥✱ s✉✐t
❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●❛❧❡r❦✐♥✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡
❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ✉♥✐❝✐té ❡t ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❜❛s❡s t❤é♦r✐q✉❡s ♥♦♥ ♣ré❝✐sés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡s ré❢é✲
r❡♥❝❡s ❝✐té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t✳
❖♥ ♣♦s❡ ✿
A = −∆ ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ D(A) = (v ∈ L2(Ω)/
+∞∑
i=1
λ2i (v, wi)
2 < +∞)
❖ù (wj)1≤j<+∞ ❡st ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ L2(Ω) ❢♦r♠é❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞❡ A✱ ❡t λi ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳
❊①✐st❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡
❖♥ ♣♦s❡
un(t) =
n∑
j=1
unj(t)wi, vn =
n∑
j=1
vnj(t)wi
❡t ♦♥ rés♦✉❞ ✿ {
ǫ(unt, wi) = (−u3n + 3un − vn − Aun, wi)
(vnt, wi) = (u− c− Avn, wi) ✭✸✽✮
u0ni = (u(0), wi)
v0ni = (v(0), wi)✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ 2n éq✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
▲✐♣s❝❤✐t③✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②✲▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✲
✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s Tn✳
❊①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡
P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❜♦r♥❡r ❧❡s un ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ n✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✽✮ ♣❛r uni, vni ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❞❡ 1 à N ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿{
ǫ(unt, un) = (−u3n + 3un − vn − Aun, un)
(vnt, vn) = (u− c− Avn, vn) ✭✸✾✮
❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
1
2
d
dt
(
∫
Ω
ǫ(un)
2 +
∫
Ω
(vn)
2)
+
∫
Ω
|∇un|2 +
∫
Ω
|∇vn|2 =
∫
Ω
f(un)un −
∫
Ω
cvn
=
∫
Ω
(−u4n + 3u2n)−
∫
Ω
cvn
≤ −
∫
Ω
u4n +
3
ǫ
ǫ
∫
Ω
u2n
+
1
2
∫
Ω
c2 +
1
2
∫
Ω
v2n
✶✶✹
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
ǫ
∫
Ω
u2n +
∫
Ω
v2n
+
∫ t
0
∫
Ω
|∇un|2 +
∫ t
0
∫
Ω
|∇vn|2 +
∫ t
0
∫
Ω
u4n ≤ K1((
∫
Ω
u2n(0) +
∫
Ω
v2n(0)) expK2t
+exp (K2t)
∫ t
0
∫
Ω
c2)
❖r ||un(0)|| ≤ ||u0|| ❡t ||vn(0)| ≤ ||v0|| ✭❬✻✸❪✱ ❧❡♠♠❡ ✼✳✺✮ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱
(un, vn) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;H),
(un, vn) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
2(0, T ;V ),
❡t✱
un ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
4(ΩT )
❖♥ ♣♦s❡ −u3 = h(u)
❖♥ ❛ q✉❡✱ ∫ T
0
∫
Ω
|h(u)| 43 =
∫ T
0
∫
Ω
u4 < K
❞♦♥❝✱
h(un) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
4
3 (ΩT )
P❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❖♥ ❡①tr❛✐t ❞❡s s♦✉s s✉✐t❡s q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✿
(un, vn) ⇀ (u, v) ❞❛♥s L
2(0, T ;V )
un ⇀ u ❞❛♥s L
4(ΩT )
h(un) ⇀ Φ ❞❛♥s L
4
3 (ΩT )
❖♥ ❜♦r♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t unt ❡t vnt✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ s ≥ m
4
✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✻ ♣ ✶✸✼ ❞❛♥s ❬✻✸❪✮✱ Hs →֒ L4 ❡t ❞♦♥❝ L 43 →֒ (Hs)′✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐
(H1)′ →֒ (Hs)′ ❡t L2 →֒ L 43 ✳ ❉♦♥❝ ✿
L2(0, T ; (H1)′) →֒ L 43 (0, T ; (Hs)′), L 43 (0, T ;L 43 ) →֒ L 43 (0, T ; (Hs)′)
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ (un, vn) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
2(0, T ;V )✱ Aun, Avn ❡st ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L2(0, T ;V ′)✳ ❉♦♥❝ ❝♦♠♠❡✱
ǫunt = −Aun + h(un) + 3un − vn, vnt = −Avn + un − c
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✶✺
unt ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′)
vnt ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
2(0, T ; (H1)′)
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ✷✶
ǫunt ⇀ ǫut ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′)
vnt ⇀ vt ❞❛♥s L
2(0, T ; (H1)′)
❊t✱
Aun ⇀ Au ❞❛♥s L
2(0, T ; (H1)′)
Avn ⇀ Av ❞❛♥s L
2(0, T ; (H1)′)
❖♥ ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ {
ǫut = Φ+ 3u− v − Au ❞❛♥s L 43 (0, T ; (Hs)′)
vt = u− c(x, t)− Av ❞❛♥s L2(0, T ; (H1)′)
■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
Φ = h(u)
▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ un ❡t unt s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s L
2(0, T ;H1) ❡t L
4
3 (0, T ; (Hs)′)✱
♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ ✭❬✻✸❪✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶ ♣ ✷✶✹✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
un → u ❞❛♥s L2(ΩT )
❉♦♥❝ un → u ✭❛♣rès ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲s✉✐t❡✮ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ h✱
h(un) t❡♥❞ ✈❡rs h(u) ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t✳ ▼❛✐s h(un) ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
4
3 (ΩT )✳
●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✽✳✸ ❞❡ ❬✻✸❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ h(un) ⇀ h(u) ❞❛♥s L
4
3 (ΩT ) ❡t ❞♦♥❝
Φ = h(u)✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ [0, T ] ❞❛♥s H✳ ❖♥ ❛ q✉❡ u ∈ L2(0, T ;H1) ∩ L4(ΩT ) ❡t
ut ∈ L2(0, T ; (H1)′) + L 43 (ΩT ) = (L2(0, T ;H1) ∩ L4(ΩT ))′✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ v ∈ L2(0, T ;H1)
❡t vt ∈ L2(0, T ; (H1)′)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ 8.2 ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✷ ❞❡
❬✻✸❪ ✭r❡♠♣❧❛ç❛♥t H−1 ♣❛r (H1)′✱ H−s ♣❛r (Hs)′✳✳✳✮✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (un(0), vn(0)→ (u0, v0)✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✻✸❪✳
P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ (u1, v1), (u2, v2)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs{
ǫ(u1 − u2)t = −(u21 + u1u2 + u22)(u1 − u2) + 3(u1 − u2)− (v1 − v2) + ∆(u1 − u2)
(v1 − v2)t = (u1 − u2) + ∆(v1 − v2)
✷✶❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ❛ q✉❡ unt ⇀ µ ❞❛♥s L
4
3 (0, T ; (Hs)′)✳ ❉♦♥❝
∫ T
0
< unt, φ >→
∫ T
0
< µ, φ > ♣♦✉r t♦✉t
φ ∈ L4(0, T ;Hs)✱ ♠❛✐s ∀φ ∈ C∞c (0, T ;Hs),
∫ T
0
< unt, φ >= −
∫ T
0
< un, φt >→ −
∫ T
0
< u, φt > ❞♦♥❝
µ = ut ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢❛✐❜❧❡✳
✶✶✻
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r (u1−u2) ❡t (v1−v2)✱ ❡t ❡♥ s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ ✿
d
dt
(||u1 − u2||2 + ||v1 − v2||2) ≤ K(||u1 − u2||2 + ||v1 − v2||2) ✭✹✵✮
❙♦✐t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✿
||u1 − u2||2(t) + ||v1 − v2||2(t) ≤ (||u1 − u2||2(0) + ||v1 − v2||2(0)) expKt
❉✬♦ù ❧✬✉♥✐❝✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
❱♦✐❝✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✵✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✾ ✈ér✐✜é❡s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s
q✉❡ (u0, v0) ∈ ((H1 ∩ L4)×H1)✳ ❆❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦rt❡
u, v ∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ C(0, T ;H1), u ∈ L∞(0, T ;L4)
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ m ≤ 3 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
(u0, v0) 7→ (u(t), v(t))
❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s V ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ✭✸✽✮✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ wi ♣❛r
−∆un ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r −∆vn ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✷✷ ❡t ♦♥ s♦♠♠❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
1
2
d
dt
(ǫ
∫
Ω
|∇un|2 +
∫
Ω
|∇vn|2)
+
∫
Ω
|∆un|2 +
∫
Ω
|∆vn|2 =
∫
Ω
(u3n∆un − 3un∆un + vn∆un − un∆vn + c∆vn)
=
∫
Ω
(−3u2n|∇un|2 + 3|∇un|2 −∇c · ∇vn)
≤ 3
∫
Ω
|∇un|2 + 1
2
∫
Ω
|∇c|2 + 1
2
∫
Ω
|∇vn|2
❉♦♥❝ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱∫
Ω
|∇un|2(t) +
∫
Ω
|∇vn|2(t)
+
∫ t
0
(
∫
Ω
|∆un|2 +
∫
Ω
|∆vn|2) ≤ (
∫
Ω
|∇un|2(0) +
∫
Ω
∇|vn|2(0)) exp (Kt) + exp (Kt)
∫ t
0
∫
Ω
c2
❉♦♥❝ un ❡t vn s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s L
2(0, T ;D(A)) ❡t ❞❛♥s L∞(0, T ;V ) ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉r unt ❡t vnt✳
✷✷❈❡ q✉✐ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ❝❛r −∆un ❡t −∆vn s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s (wi)1≤i≤N ✳
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✶✼
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✽✮ ♣❛r unit ❡t vnit✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❡t ♦♥ s♦♠♠❡✳ ❆❧♦rs ♦♥
❛ ✿
ǫ
∫
Ω
u2nt +
∫
Ω
v2nt
+
1
2
d
dt
(
∫
Ω
|∇un|2 +
∫
Ω
|∇vn|2) =
∫
Ω
(
−u4n
4
)t +
3
2
∫
Ω
(u2n)t −
∫
Ω
vnunt +
∫
Ω
unvnt −
∫
Ω
cvnt
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
ǫ
∫ t
0
∫
Ω
u2nt +
∫ t
0
∫
Ω
v2nt+
1
2
(
∫
Ω
|∇un|2 +
∫
Ω
|∇vn|2)(t) +
∫
Ω
u4n
4
(t) =
1
2
(
∫
Ω
|∇un|2(0) +
∫
Ω
|∇vn|2(0)) +
∫
Ω
u4n
4
(0) +
3
∫
Ω
u2n(t)− 3
∫
Ω
u2n(0)−
∫ t
0
∫
Ω
vnunt
+
∫ t
0
∫
Ω
unvnt −
∫ t
0
∫
Ω
cvnt
❊t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té fg ≤ 1
2a
f 2 + a
2
g2 ✈❛❧❛❜❧❡ ∀a ∈ R✱
ǫ
∫ t
0
∫
Ω
u2nt +
∫ t
0
∫
Ω
v2nt
+
1
2
(
∫
Ω
|∇un|2(t) +
∫
Ω
|∇vn|2(t)) +
∫
Ω
u4n
4
(t) ≤ 1
2
(
∫
Ω
|∇un|2(0) +
∫
Ω
|∇vn|2(0)) +
∫
Ω
u4n
4
(0) +
3
∫
Ω
u2n(t) +
1
2a
(
∫ t
0
∫
Ω
u2nt + 2
∫ t
0
∫
Ω
v2nt) +
a
2
(
∫ t
0
∫
Ω
u2n +
∫ t
0
∫
Ω
v2n +
∫ t
0
∫
Ω
c2)
❉♦♥❝ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t a ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❡♥ r❡♣❛ss❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ unt ❡t vnt ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦té✱
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡
ǫ
∫ t
0
∫
Ω
u2nt +
∫ t
0
∫
Ω
v2nt
+
1
2
(
∫
Ω
|∇un|2(t) +
∫
Ω
|∇vn|2(t)) +
∫
Ω
u4n
4
(t) ≤ K(
∫
Ω
|∇un|2(0) +
∫
Ω
|∇vn|2(0) + 1)
❉♦♥❝ unt ❡t vnt s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s L
2(0, T ;L2) ❡t un ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t
❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L∞(0, T ;L4)✳ P❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿
u ∈ L∞(0, T ;L4), u ∈ L2(0, T ;D(A)) ❡t ut ∈ L2(0, T ;L2)
P❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✼✳✸ ❞❡ ❬✻✸❪✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ u ∈ C0([0, T ];H1)✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ (u1, v1) ❡t (u2, v2) ❞❡✉①
✶✶✽
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜é ♣❛r (u1 − u2) ❡t (v1 − v2)✳
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r −∆(u1 − u2) ❡t −∆(v1 − v2)✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡t ❡♥
s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
d
2dt
∫
Ω
ǫ|∇(u1 − u2)|2 + |∇(v1 − v2)|2)
+
∫
Ω
(∆(u1 − u2))2 +
∫
Ω
(∆(v1 − v2))2 = 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
∫
Ω
(u21 + u1u2 + u
2
2)(u1 − u2)∆(u1 − u2)
≤ 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
1
2
∫
Ω
(u21 + u1u2 + u
2
2)
2(u1 − u2)2 + 1
2
(∆(u1 − u2)2
❉♦♥❝✱
d
2dt
(ǫ
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2 + |∇(v1 − v2)|2)
+
1
2
∫
Ω
(∆(u1 − u2))2 +
∫
Ω
(∆(v1 − v2))2 ≤ 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
9
8
∫
Ω
(u21 + u
2
2)
2(u1 − u2)2
≤ 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
9
8
(
∫
Ω
((u21 + u
2
2)
2)
3
2 )
2
3 (
∫
Ω
(u1 − u2)6) 13
≤ 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
9
8
(
∫
Ω
(u21 + u
2
2)
3)
2
3 (
∫
Ω
(u1 − u2)6) 13
≤ 3
∫
Ω
|∇(u1 − u2)|2
+
9
8
(||u1||2L6 + ||u2||2L6)2||u1 − u2||2L6
▼❛✐s ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✱ ♣♦✉r m ≤ 3
H1 →֒ L6 ❡t ∃K t❡❧ q✉❡ ||u||L6 ≤ K||u||H1
❉♦♥❝✱ ♣✉✐sq✉❡ u ❡st ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1 ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✹✵ q✉✐ ❛ s❡r✈✐
♣♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ❞❛♥s L2✱ ♦♥ ❛
(||u1 − u2||2H1 + ||v1 − v2||2H1)t ≤ K(||u1 − u2||2H1 + ||v1 − v2||2H1)
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✶✾
❊t ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱
||u1 − u2||2H1(t) + ||v1 − v2||2H1(t) ≤ (||u1 − u2||2H1 + ||v1 − v2||2H1)(0) exp (Kt)
❈❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✶✻✳✷ ❆ttr❛❝t❡✉rs✱ st❛❜✐❧✐té ❡t ❜❛ss✐♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
ǫ = 1
❖♥ ♣♦s❡ H = L2 × L2✱ V = H1 ×H1✳
❉❛♥s ❬✻✸❪✱ ❬✻✼❪✱ ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❣❧♦❜❛✉① ❞❛♥s H ❡st ♣r♦✉✈é❡ ♣♦✉r ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ♦✉ s②stè♠❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✭✶✷✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ −δv ❞❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✷✮ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡✳
P♦✉r δ ♣❡t✐t✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❞❡ ✭✶✷✮✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❞❛♥s H✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ǫ = 1✱
♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ♣♦✉r ✭✶✷✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ♣ ✶✵✷ ❞❛♥s
❬✻✼❪ ✭♦✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ♣ ✶✸✵ ❞❡ ❬✺✵❪✮✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st
❞ét❛✐❧❧é❡ ♣❧✉s ❜❛s✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭✶✾✮✱
(u¯, v¯)✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❛✉t♦✉r (u¯, v¯)✱ t❡❧❧❡
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs (u¯, v¯) ❞❛♥s (L2(Ω))2 ❞ès
q✉❡ supΩ u¯ < −1✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉✐ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛ ❙❛❧❧❡✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s s❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬✻✻❪
♣ ✶✾✾✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ré❣✐♦♥s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ② s♦♥t ✐♥❝❧✉s❡s✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ●râ❝❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✶ ❞❡
❬✻✹❪ ♣ ✶✶✶✱ ♦♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ✭✶✷✮✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s✳
❖♥ rés✉♠❡ ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✶✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ u0 ❡t v0 ∈ C2+α(Ω¯), α ∈]0, 1[✳ ❆❧♦rs ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
✭✶✷✮ ❡st ❞❛♥s C2+α,1+
α
2 ([0,+∞[×Ω¯)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ R2 q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ∃K ✭❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ u0 ❡t v0✮ t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ supx∈Ω(u2+
v2) < K✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ✭❧✬✉♥✐❝✐té à ❞é❥à été tr❛✐té❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✮ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✶ ❞❡ ❬✻✹❪ ♣ ✶✶✶✳ ❚♦✉❥♦✉rs s❡❧♦♥ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t t❡♠♣s ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ L∞ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥
✈❛ ❢❛✐r❡ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❝♦♠♣t❡
t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ǫ = 1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t (u0, v0) t❡❧❧❡ q✉❡
F (u, v) = (f(u)− v, u− c) ♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ✭❬✻✻❪ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳✽ ❜✮ ♣ ✷✵✷✮✳
✶✷✵
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s q✉❛❞r✐❧❛tèr❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ∃ai, i = {1, 2}, bj, 1 ≤ j ≤ 4 t❡❧s q✉❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
v ≥ −a1u− b1
v ≤ −a2u+ b2
v ≥ −b3
v ≤ b4
s♦✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳
❖♥ ♣❛rt❛❣❡ R2 ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡s sé♣❛rés ♣❛r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ f(u) > v ❡t f(u) < v✳ ❖♥
❝❤♦✐s✐t a1 ❡t b1 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ v = −a1u − b1 str✐❝t❡♠❡♥t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ♣♦✉r
u < cmax✱ t❡❧❧❡ q✉❡ F ♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ s✐t✉é ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞r♦✐t❡✳
■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡
u− cmax
(f(u)− (−a1u− b1)) > −a1
❈❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
a1u
3 − (3a1 + a21 + 1)u− a21 − a1b1 + cmax < 0
❈❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t a1 ❡t b1 ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t b3 = a1cmax + b1 ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ v = −b3✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ u = cmax ❡t ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t❡ s♦✐❡♥t
❝♦♥❝♦✉r❛♥t❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs a2✱ b2 ❡t b4 = −a2cmin + b2 s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡
♣♦✉r ❧❛ ré❣✐♦♥ f(u) < v ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t cmax ♣❛r cmin✳ ▲❡ q✉❛❞r✐❧❛tèr❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐✱ ❞♦♥♥❡
❧❛ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉❤❛✐té❡✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ D ✐♥❞✉✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❛♥s L2(Ω;D)
✭✈♦✐r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❬✻✼❪ ✮ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ♣ ✶✵✷ ❞❛♥s ❬✻✼❪ ✭♦✉
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ♣ ✶✸✵ ❞❡ ❬✺✵❪✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✶✷✮✳ ❙✐ D ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮
✭ǫ = 1✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r A ❜♦r♥é ❞❛♥s (H1(Ω))2 ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❛♥s L2(Ω;D)✳
■❧ ❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ L2(Ω;D)✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ré✲
❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛ ❙❛❧❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✾✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u¯, v¯)✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ supx∈Ω u¯ < −1✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❛✉t♦✉r ❞❡ (u¯, v¯) t❡❧ q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s (L2)2 ✿
||(u− u¯, v − v¯)||L2 → 0 q✉❛♥❞ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✷✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❡♥ (0, 0) ❡♥ ♣♦s❛♥t u˜ = u− u¯ ❡t v˜ = v− v¯✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
à ♥♦t❡r (u, v)✱ ❛❧♦rs ✭✶✷✮ ❞❡✈✐❡♥t{
ut = g(u¯(x), u)− v +∆u
vt = u+∆v
♦ù g(u¯, u) = −u3 − 3u¯u2 + 3(1− u¯2)u
✭❡t ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ ❖♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ ♣♦✉r ✭✷✵✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✮✳
▲❡♠♠❡ ✶✺✳ ❙♦✐t c¯ t❡❧ q✉❡ supx∈Ω u¯ < c¯ < −1✱ ❡t
G(u, v) = exp (6c¯v)(−3c¯u2 − v + 1
6c¯
)
♦♥ ❛ ❛❧♦rs
∀x ∈ Ω, Gu(g(u¯, u)− v) +Gvu < 0
♣♦✉r t♦✉t (u, v) 6= (0, 0)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ G(u, v) ❡st ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♣r❡♠✐èr❡
❞✉ s②stè♠❡ ✭✸✮ ✿ {
ut = −3c¯u2 − v
vt = u
♦♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t✱
(−3c¯u2 − v)Gu +Gvu = 0
❉♦♥❝✱
▼❛✐s✱
Gu(g(u¯, u)− v) +Gvu = Gu(g(u¯, u) + 3c¯u2 − 3c¯u2 − v) +Gvu
= Gu(g(u¯, u) + 3c¯u
2)
= (−u3 − 3(u¯− c¯)u2 + 3(1− u¯2)u)Gu
= −6c¯u2 exp (6c¯v)(−u2 − 3(u¯− c¯)u+ 3(1− u¯2))
❊t ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ tr✐♥ô♠❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❡♥ ❢❛❝t❡✉r ❡st ♥é❣❛t✐❢ ✿
∆ = 9(u¯− c¯)2 + 12(1− u¯2) < 0
P✉✐sq✉❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
u¯ < c¯ < −1
♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
u¯2 − 1 > (u¯− c¯)2
✭❝❛r u¯2 − 1 = (u¯− 1)(u¯+ 1) > (u¯+ 1)2 = (u¯− (−1))2 > (u¯− c¯)2)✳
❉♦♥❝
−u2 − 3(u¯− c¯)u+ 3(1− u¯2) < 0
✶✷✷
❡t
Gu(g(u¯, u)− v) +Gvu < 0
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳ ●r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❥✉st❡ tr♦✉✈é ✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡✱ q✉✐ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à g(u¯, u)
s✐ u < 0 ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ s✐ u > 0 q✉❡❧q✉❡ s♦✐t x✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ F (u, v) = (g(u¯, u)− v, u)
♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✮✱ s✐t✉é❡s s✉r ❧❡s ✐s♦❝❧✐♥❡s ❞❡ G✳
❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ s✐ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ (0, 0) ❞❛♥s R2✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❡st ❛❞❛♣té ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❬✷❪✱ ✭❧❡♠♠❡ ✹✳✶✱ ♣
✷✶✷✮✳
▲❡♠♠❡ ✶✻✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N ❞❡ R2✱ t❡❧ q✉❡ ∀(u, v) ∈ N H(t) = ∫
Ω
G(u(x, t), v(x, t))dx
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ▲②❛♣✉♥♦✈ str✐❝t❡ ♣♦✉r ✭✷✵✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✿
Ht = −
∫
Ω
tr((∇(u, v))T δ
2G
δuδv
(∇(u, v)))dx+
∫
Ω
(Gu(g(u¯, u)− v) +Gvu)
Gu(g(u¯, u)− v) +Gvu) < 0 ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ s✉✣t ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ δ
2G
δuδv
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r (u, v) ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ (0, 0) ✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
δ2G
δuδv
= −a exp (av)
(
1 au
au a
2u2
2
+ av + 1
)
♦ù a = 6c¯✳ ❉♦♥❝ s✐ X = (x, y) 6= (0, 0)
X t
δ2G
δuδv
X = −a exp (av)(x2 + 2auxy + (a
2u2
2
+ av + 1)y2)
= −a exp (av)((x+ auy)2 + (−a
2u2
2
+ av + 1)y2)
> 0 ❞ès q✉❡ v <
au2
2
− 1
a
❝✬ ❡st à ❞✐r❡ ❞ès q✉❡ v < 3c¯u2 − 1
6c¯
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r (u, v) ❛ss❡③ ♣❡t✐ts✱ ❧❡s ✐s♦❝❧✐♥❡s ❞❡ G ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❡t F
♣♦✐♥t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s
Ht < 0✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✭✈♦✐r ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ♣ ✶✵✷ ❞❡ ❬✻✼❪✮ q✉❡ ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t ❜♦r♥é❡s ❞❛♥s H1 ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛❝t❡s ❞❛♥s L2✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛ ❙❛❧❧❡ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✱ ❚❤✳ ✾✳✷✳✼ ♣ ✶✷✷✮✳
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✷✸
✶✻✳✸ ❆ttr❛❝t❡✉r ♣♦✉r ǫ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é
❉❛♥s ❬✺✵❪✱ ❬✺✶❪ ▼✳ ▼❛r✐♦♥ ét❛❜❧✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉rs ❣❧♦❜❛✉① ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ à ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞❡s
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❡t ❢r❛❝t❛❧❡ ❞❡s ❛ttr❛❝t❡✉rs✳ ▲♦rsq✉❡ ǫ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ ❧❡ s②stè♠❡
✭✶✷✮ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ✭✶✷✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ −δv ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r
✉♥ δ ♣❡t✐t✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡ ✭✶✷✮✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛❧♦rs à ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ✭❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❛♥s
L∞✮✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ s✉s❝✐t❡ ✉♥❡ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ q✉❛♥t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡
✭✶✷✮ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ✭✷✶✮✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❡
s②stè♠❡ ✭✷✶✮✳ ▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❛ ♣✉ êtr❡ ❡①❤✐❜é ✿ s♣✐r❛❧❡s✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥s
♣❛❝❡♠❛❦❡r✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❛ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❡✛❡t très
❵❞✐ss✐♣❛t✐❢✬ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r δ = 0.1✱ c(x) = 0 s✉r ❧❡s q✉❛tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✱ ❡t
c(x) = −1 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r c = −1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
♣❛❝❡♠❛❦❡r ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s c = 0✳ P♦✉r
δ = 0.01✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s δ = 0✳
❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♦♥ é♥♦♥❝❡ ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s s✉r ❧✬❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r
✭✷✶✮ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❬✺✶❪ ❡t ❬✺✵❪✳ ▲✬ét✉❞❡ ♥❡ ♣♦rt❡ ♣❛s s✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❛ttr❛❝t❡✉rs✱ ♠❛✐s
❝❡❝✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡{
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− δv − c+∆v ✭✷✶✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✐❝✐ H = (L2(Ω))2 ❡t V = (H1(Ω))2✳
❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u ❞❡ H1✱ |u|2 = ∫
Ω
u2 ❡t ||u||2 = ∫
Ω
|∇u|2✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✹✳ ▲❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ S(t) ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧
❝♦♥♥❡①❡ ❞❛♥s H✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✺✶❪✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s H✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s V ✱ q✉✐ ❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ H ✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S(t)
s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝ts ✭✈♦✐r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✻✼❪ ♣ ✷✸✮ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡
✶✷✹
❞❡ H1 ❞❛♥s L2 ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ♣ ✷✸ ❞❛♥s ❬✻✼❪✳
❛✮ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s H
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r u✱ v✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ❡t ♦♥ s♦♠♠❡✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ✿
d
2dt
(ǫ|u|2 + |v|2) + ||u||2 + ||v||2 =
∫
Ω
f(u)u− δ|v|2 −
∫
Ω
cv
P✉✐sq✉❡ f(u) = −u3 + 3u ✐❧ ❡①✐st❡ k1 ❡t k2 t❡❧s q✉❡ f(u)u ≤ −k1u4 + k2✱ ❞♦♥❝
d
2dt
(ǫ|u|2 + |v|2) + ||u||2 + ||v||2 ≤ −k1
∫
Ω
u4 + k2|Ω| − δ|v|2 −
∫
Ω
cv
❊t ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t a > 0✱
d
2dt
(ǫ|u|2 + |v|2) + ||u||2 + ||v||2 ≤ −k1
∫
Ω
u4 + k2|Ω| − δ|v|2 + 1
2a
|c|2 + a
2
|v|2
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❡♥❝♦r❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱
|u|2 ≤ 1
2
∫
Ω
u4 +
|Ω|
2
❞♦♥❝✱
−
∫
Ω
u4 ≤ −2|u|2 + |Ω|
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥♦♠♠❡ k1✱
k2✱ k3 ✭♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ Ω✱ f ✱ ǫ✱ c ❡t δ✮ t❡❧❧❡s q✉❡
d
dt
(ǫ|u|2 + |v|2) + ||u||2 + ||v||2 + k1
∫
Ω
u4 ≤ k2 − k3(ǫ|u|2 + |v|2) ✭✹✶✮
❉♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧✱
ǫ|u|2 + |v|2 ≤ (ǫ|u0|2 + |v0|2) exp (−k3t) + k2
k3
(1− exp (−k3t)) ✭✹✷✮
❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s H ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ β > 0✱
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡ H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡♠♣s T (B) t❡❧ q✉❡ S(t)B ⊂ B0
♣♦✉r t♦✉t t > T ✱ ♦ù B0 ❡st ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ β ❞❛♥s H✳ ❙♦✐t r > 0✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ k1✱
k2✱ k3 ❡t K ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❣é♥ér✐q✉❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡ Ω✱ c✱ f ✱ ǫ✱ r✱ δ✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✹✶✮ ❡♥tr❡ t ❡t t+ r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿∫ t+r
t
(||u||2 + ||v||2) + k1
∫ t+r
t
∫
Ω
u4 ≤ k2r + (ǫ|u|2 + |v|2)(t)
❊t ❞♦♥❝✱ ∫ t+r
t
(||u||2 + ||v||2) + k1
∫ t+r
t
∫
Ω
u4 ≤ k2r +K ♣♦✉r t > T ✭✹✸✮
❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S(t) s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥ts ❝♦♠♣❛❝ts✳
❈♦♠♣❛❝✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs S(t)
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✷✺
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✶✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r −∆u✱ −∆v✱ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡t
❡♥ s♦♠♠❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ●r❡❡♥ ✿
d
2dt
(ǫ||u||2 + ||v||2) +
∫
Ω
(∆u)2 +
∫
Ω
(∆v)2 = −
∫
Ω
f(u)∆u+ δ
∫
Ω
v∆v +
∫
Ω
c∆v
●râ❝❡ ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❡t ❞❡ ❍ö❧❞❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s
d
2dt
(ǫ||u||2 + ||v||2) + k1
∫
Ω
(∆u)2 + k1
∫
Ω
(∆v)2 ≤ k3
∫
Ω
u6 +K ♣♦✉r t > T
❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t > T + r
∫ t+r
t
∫
Ω
u6 < K✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭✈♦✐r ❬✺✶❪ ♣ ✽✷✷✮ q✉❡
ǫ||u||2 + ||v||2 ≤ K ♣♦✉r t > T + 2r
❈❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❛♥s V q✉✐ ❛tt✐r❡ ❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ H✳
P♦✉r ❝❧♦r❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡∫ t+r
t
∫
Ω
u6 < K ♣♦✉r t > T + r
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✶✮ ♣❛r u3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
d
4dt
ǫ
∫
Ω
u4 =
∫
Ω
f(u)u3 −
∫
Ω
vu3 +
∫
Ω
∆uu3 ✭✹✹✮
=
∫
Ω
f(u)u3 −
∫
Ω
vu3 − 3
∫
Ω
u2|∇u|2 ✭✹✺✮
≤
∫
Ω
(−k1u4 + k2)u2 −
∫
Ω
vu3 ✭✹✻✮
P✉✐s ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣
d
4dt
ǫ
∫
Ω
u4 + k1
∫
Ω
u6 ≤ k2|u|2 + k3|v|2 ✭✹✼✮
P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦♥ ❛∫
Ω
u4 ≤ K ♣♦✉r t > T + r
❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ✭✹✼✮ ∫ t+r
t
∫
Ω
u6 < K ♣♦✉r t > T + r
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❛♥s L∞✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿
✶✷✻
❚❤é♦rè♠❡ ✷✺✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡ H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ T (B) > 0 ❡t K > 0 t❡❧s q✉❡
|S(t)B|L∞ < K ♣♦✉r t♦✉t t > T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❧❡♠♠❡✱
▲❡♠♠❡ ✶✼✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é B ❞❡ H✱ ♣♦✉r t♦✉t q ❞❛♥s [1,+∞[✱ ✐❧ ❡①✐st❡
T (B, q) > 0 ❡t K(q) > 0 t❡❧s q✉❡ |S(t)B|Lq < K(q) ♣♦✉r t♦✉t t > T ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ α(k) = 2k + 2✳
❙♦✐t T ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ S(t)B r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❡ H✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ K ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡{ ∃K t❡❧ q✉❡ |S(t)B|Lα(k) ≤ K ♣♦✉r t ≥ T + kr
sup(u0,v0)∈B
∫ t+r
t
|u|α(k+1) ≤ K ♣♦✉r t ≥ T + kr
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ❛✉ r❛♥❣ 0 ❡t ❛✉ r❛♥❣ 1✳ ❙✉♣♦s♦♥s ❧❡ ✈r❛✐ ❥✉sq✉✬❛✉ r❛♥❣
(k − 1)✳
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r uα(k)−1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
ǫ
d
α(k)dt
∫
Ω
uα(k) =
∫
Ω
f(u)uα(k)−1 −
∫
Ω
vuα(k)−1 +
∫
Ω
∆uuα(k)−1
P✉✐s✱
ǫ
d
α(k)dt
∫
Ω
uα(k) ≤ −k1
∫
Ω
uα(k)+2 + k2
∫
Ω
uα(k)−1 +
∫
Ω
|v||u|α(k)−1
♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣✉✐sq✉❡ α(k) + 2 = α(k + 1)
ǫ
d
α(k)dt
∫
Ω
uα(k) ≤ −k1
∫
Ω
uα(k+1) + k2
∫
Ω
uα(k)−1 +
∫
Ω
|v||u|α(k)−1
▼❛✐s ♣♦s❛♥t p = α(k+1)
α(k)−1 ❡t q t❡❧ q✉❡
1
p
+ 1
q
= 1✱ ♦♥ ❛ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣✱
∫
Ω
|u|α(k)−1 ≤ K(a) + a
∫
Ω
uα(k+1)
♣♦✉r a ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡✳
❊t ∫
Ω
|v||u|α(k)−1 ≤ K(a)
∫
Ω
|v|q + a
∫
Ω
|u|α(k+1)
❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ q ≤ α(k − 1) ❡t ❞♦♥❝✱∫
Ω
|v|q ≤ K +
∫
Ω
vα(k−1)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
d
α(k)dt
ǫ
∫
Ω
uα(k) + k1
∫
Ω
uα(k+1) ≤ K ♣♦✉r t > T + (k − 1)r
✶✻✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❊❉P ✶✷✼
❊t ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ●r♦♥✇❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✱∫
Ω
uα(k) ≤ K,
∫ t+r
t
∫
Ω
uα(k+1) ≤ K ♣♦✉r t > T + kr
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✐❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡∫
Ω
vα(k+1) ≤ K
❈❡❝✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r vα(k)−1✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❨♦✉♥❣ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♦♥ é❝r✐t q✉❡
u(t) = T (t)u0 +
∫ t
0
T (t− s)(f(u(s)) + u(s)− v(s))ds
♦ù T ❞és✐q✉❡ ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ǫut = ∆u− u✳ ❖♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ✭✈♦✐r
❬✺✶❪✮ ✿
|T (t)φ|L∞ ≤ cm(t)e−λt|φ|LN
♦ù λ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆u+ u ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t m(t) = min(1, t)✳
❆❧♦rs ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
|u|LN ≤ K, |f(u) + u− v|LN ≤ K
❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
|u(t)|L∞ ≤ K ♣♦✉r t > T (N)
❊t ❞❡ ♠ê♠❡
|v(t)|L∞ ≤ K ♣♦✉r t > T (N)
❊♥ ❢❛✐t ♣♦✉r δ > 0✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ D q✉✐ ❡st ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✹ ♣ ✶✵✷ ❞❡ ❬✻✼❪ ✭♦✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ♣ ✶✸✵ ❞❡
❬✺✵❪✮ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❛♥s L2(Ω;D)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✶✮
▲❡♠♠❡ ✶✽✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r ✭✷✶✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✻✻❪ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✳✽ ♣ ✷✵✷✮✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✷✶✮ s❛♥s
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣♦✐♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✷✸✳
❖♥ ♣♦s❡
cm = inf
x∈Ω
c, cM = sup
x∈Ω
c
✷✸▲❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ tr♦✉✈é ✐❝✐ ❡st t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦✐♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡
s❛✉❢ ♣♦✉r tr♦✐s ❞❡s ❝♦✐♥s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❢♦r♠❡r ✉♥ ♣❡✉ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ✈r❛✐ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✳
✶✷✽
❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
dm(u) =
1
δ
(u− cm), dM(u) = 1
δ
(u− cM)
P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡ dm ✭r❡s♣✳ dM✮ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ v = dm(u) ✭r❡s♣✳ dM(u)✮✳
❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ AA2A3A4 q✉✐ s♦✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❖♥ ♥♦t❡ (uAi , vAi) ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣♦✐♥t Ai✱ ❡t Cf ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ f ✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s Ai ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ A1 s✉r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❡t t❡❧ q✉✬✐❧ s♦✐t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡s ❞❡✉① ❞r♦✐t❡s✳
✕ A2 à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ u = uA1 ❡t dM ✭❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
s✐t✉és s✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥t A1A2 ♣♦✐♥t❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ut > 0✮✳
✕ A3 à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ v = vA2 ❡t Cf ✳
✕ A4 à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ u = uA3 ❡t dm
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t A ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❥❡té ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ A4 s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ A1A2✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r
q✉❡ ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ s♦✐t ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧❡s ✏❞❡✉① ❜♦ss❡s✑ ❞❡ ❧❛
❝✉❜✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ❞ès q✉✬✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞ ❡t s✉rt♦✉t q✉❡ A s♦✐t ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞❡ A1✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r uA1 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ vA4 < vA1 ✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐t uA1 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ vA1 > 0 ❡t vA4 > f(1) = 2✳ ❆❧♦rs ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
♠♦♥tr❡r q✉❡
vA1 > vA4
▼❛✐s✱
vA1 = f(uA1)
❡t
vA4 = dM(uA3) = dM(f
−1(vA2)) = dM(f
−1(dm(uA1))
❈♦♠♠❡ f(u) = −u3 + 3u✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
f(uA1)− dM(f−1(dm(uA1))→ +∞ q✉❛♥❞ uA1 → ✈❡rs −∞
❡t ❞♦♥❝✱
vA1 > vA4 ♣♦✉r uA1 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳
❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❡①❝✐t❛❜❧❡
❈❛s ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡
✶✷✾

✶✸✶
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❡t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡✲
♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❝❡♥tr❛❧✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥
é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ✜❜r✐❧❧❛t✐♦♥ ✈❡♥tr✐❝✉❧❛✐r❡✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é Ω ❞❡ R2✳ ❖♥ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ c ❞❡ x✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡✱ q✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ♦s❝✐❧❧❛♥t ❡t q✉✬✐❧ s♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡ ✭c < −1 ❡t c ♣r♦❝❤❡
❞❡ −1✮ ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❡①❛❝t s✐ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ♠❛✐s ♥♦♥
s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✭c << −1✮✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♥✉♠é✲
r✐q✉❡✳ ❖♥ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c(x) ♣♦✉r ❞❡s x ♥♦♥ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r à ♣❛rt✐r ❞❡
q✉❛♥❞ ❛♣♣❛r❛îss❡♥t ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs✱ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
c(x) é❧♦✐❣♥é❡s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té −1✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱
❡t q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ −1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ✉♥ ♣❛❝❡♠❛❦❡r
❝❡♥tr❛❧✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧t❡r♥é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s
❧✐♠✐t❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❤❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✬❡♥tr❛✐♥❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♦♥ ✈❡rr❛ ✉♥ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r
❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡s ét✉❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❧✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
♣❛r❛♠ètr❡ c ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✳ ❆✐♥s✐ s✐ |c| > 1✱ ❧❡
s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ s✐ |c| < 1 ❧❡ s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs
❧✬✉♥✐q✉❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ❡t é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦♥ ❛
♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s q✉❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥✲
♥❛✐r❡ ✭u¯✱v¯✮ ✈ér✐✜❡ supx∈Ω u¯(x) < −1 ❧❡ s②stè♠❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ s✐ supx∈Ω u¯ ∈] − 1, 1[ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ s❡♠❜❧❡ é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❖♥ ✐♥❝❧✉t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s C(0,+∞;H1)× C(0,+∞;L2)✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ c✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ c ❡st ♣❛✐r❡ ❡t
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l[✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ u¯✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s N = 1✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡s ❛ttr❛❝t❡✉rs ❣❧♦❜❛✉① ♥✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
{
ǫut = f(u)− v
vt = u− c(x)−∆u ✭✹✽✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
✶✸✷
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0.
❖♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ΩT = Ω×]0, T [✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ǫutt = f
′(u)ut − u+ c+∆u ✭✹✾✮
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✿{
v = f(u)
0 = u− c(x)−∆u ✭✺✵✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦té❡ ✭u¯✱v¯✮✳ ❆♣rès ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿ {
ǫut = g(u¯(x), u)− v
vt = u−∆u ✭✺✶✮
♦ù g(u¯, u) = −u3 − 3u¯u2 + 3(1− u¯2)u
✭❡t ❛✈❡❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉ ❜♦r❞ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡
❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮ ♦✉ ♣❧✉tôt ✭✷✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u¯ ❞♦✐t ❥♦✉❡r
✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳
✶✼ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡
♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳
✶✼✳✶ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ❝✉❜✐q✉❡
✕ c = −1.8 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✸✮✱
♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝❡ c✱ ❧❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t
❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ supu < −1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦♥
♥✬❛ ♣❛s ♦❜s❡r✈é ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s t❡❧❧❡s q✉❡ supu ∈] − 1, 1[✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛
♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♥✬é✈♦❧✉❡♥t
♣❧✉s ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞ès q✉❡ supx∈Ω u¯ = u¯(0, 0) tr❛✈❡rs❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1✳
✕ c = −1.725✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❧✉s ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s❡♠❜❧❡ é✈♦❧✉❡r très ❧❡♥t❡♠❡♥t✱ t❡❧ ✉♥ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✱
✈❡rs ✉♥ ♣❡t✐t ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ❈❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t ♣♦✉r ❡①❝✐t❡r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
✈♦✐s✐♥❡s✳ ▲✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ tr❛♥s♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t lim sup(u(0, 0, t) ∈]− 1, 1[✳
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✸✸
✕ c = −1.7 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✹✮✱
✐❧ ♥✬② ❛ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢ ♣✉✐s s✬❡①❝✐t❡✳ ❊❧❧❡ ❡①❝✐t❡ ❛❧♦rs
s❛ ✈♦✐s✐♥❡✳ ▲✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ s❡ tr❛♥s♠❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
❝❡❧❧✉❧❡ ✭❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✱ ❡♥ ❢❛✐t u(50, 52, t)✮✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à
s✬❡①❝✐t❡r✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✱ ❧✬❡♠♣ê❝❤❡
❞❡ s✬❡①❝✐t❡r ❡♥ ❧❛ r❛♠❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦♣♣♦sé✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡st
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆u✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡
−∆u ✐♥✐t✐❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❧❡ r❡t♦✉r r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡♥❞ ❜r✉sq✉❡♠❡♥t
−∆u ❣r❛♥❞✱ ❞♦♥❝ vt ❣r❛♥❞ ❝❡ q✉✐ ❧❛ ❢❛✐t r❡♠♦♥t❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ✐♥❤✐❜❡
❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ tr♦♣ ♣❡t✐t❡✱ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t
❡♥tr❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❝❡ q✉✐ ♠❡t ✜♥ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✐❝✐ ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
✕ c = −1.5 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✺✮✱
♣♦✉r c2 = −1.5✱ ✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❞❡✉①✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ s✬❡①❝✐t❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢
❡t ❡❧❧❡ é✈♦❧✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❛❣❡ ❛✉t♦✉r
❞✉ ❣r❛♥❞ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡♥tr❛✐♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬♦♥❞❡ ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té s✬❛rrêt❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡❧❧❡ s❡
♣r♦♣❛❣❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
P♦✉r ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳
❈❡ r❛♣♣♦rt ♣❡✉t ❝❤❛♥❣❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✕ c = −1.552✱
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r q✉❛tr❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ c✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡♥tr❛✐♥❡ s❛ ✈♦✐s✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s
s✉r ❞❡✉①✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ 6è♠❡
❝❡❧❧✉❧❡ ✭u(50, 56, t)✮ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❞❡✉①✳ ❊♥s✉✐t❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ❉♦♥❝✱ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r q✉❛tr❡ ❣r❛♥❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
❝❡♥tr❛❧❡✳
✕ c = −1.46✱
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡✉① ❢♦✐s s✉r tr♦✐s✳
✕ c = −1.458✱
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ tr♦✐s ❢♦✐s s✉r ❝✐♥q✳
✕ c = −1.4 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✺✮✱
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
é✈♦❧✉❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢ ♣✉✐s ❢♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ t♦✉r✳ ❈❤❛q✉❡
❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳
✕ c = −1.1✱
✶✸✹
✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❝❡♥tr❛❧❡s✳ ■❝✐✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥❡ ♣❛ss❡♥t ♣❧✉s ♣❛r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❢♦②❡r
ré♣✉❧s✐❢✳
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✳ ✺✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.8✳
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✸✺
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
❋✐❣✳ ✺✹ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.7✳
✶✸✻
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
✭❤✮ ✭✐✮ ✭❥✮
❋✐❣✳ ✺✺ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.5✳
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✸✼
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮
❋✐❣✳ ✺✻ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t c = −1.4✳
✶✸✽
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✳ ✺✼ ✕ ❘é❣✉❧❛r✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ✭✶✷✮ ❡t ✭✹✽✮✱ ✭❛✮ ❡t ✭❝✮ ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥✱
✭❜✮ ❡t ✭❞✮ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ✈♦✐❝✐ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡s ♦♥❞❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
c✳
c −1.5 −1.4 −1.3 −1.2 −1.1 −1.01
❱✐t❡ss❡ 1.9 2.4 3 3.6 4.3 4.8
❋✐❣✳ ✺✽ ✕ ❱✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡✳
❘és✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜s❡r✈é❡s
❖♥ ❛✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣♦✉r c ❛ss❡③
♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1✱ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ c ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✏❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✲❙♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✑
❛ ❧✐❡✉ ❞ès q✉❡ supx∈Ω u¯ = u¯(0, 0) tr❛✈❡rs❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛ss❡③
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✸✾
❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s
♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t②♣❡ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢ ❧✐é ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ✭✶✮
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♥✬❡♥tr❛✐♥❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♠ê♠❡
♣❧✉s✐❡✉rs r❛♣♣♦rts ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♠♦✐♥s ré❣✉❧✐èr❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❘❉✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t
♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱
✐♥❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts r❛♣✐❞❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❈❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❡①♣❧✐q✉és ♣❛r ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡s ❞é❝r✐ts ♣❧✉s ❤❛✉t s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆u✳ ❯♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❡①❝✐té❡ ♣❛r ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs −∆u
q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡t✐t ❡t ♥é❣❛t✐❢✱ ❞♦♥❝ vt ❛✉ss✐✱ ❝❡ q✉✐ t❡♥❞ à ❡①❝✐t❡r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à s✬❡①❝✐t❡r✱ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ r❡✈✐❡♥t✱ ✐♥❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ❞❡
−∆u✱ r❡♥❞❛♥t ❛❧♦rs vt ❣r❛♥❞✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡♠♦♥t❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❧❛
❝❡❧❧✉❧❡ ❡st r❛♠❡♥é❡ ✈❡rs s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ c ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ♦❜s❡r✈é❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❘❉✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✻✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
P♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡s
✭✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❘❘✳✳✳✮✷✹✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✽ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ s♣✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s c = 0✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r c = −1.8 ❡t c = 1.1 ♠❛✐s s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝ ❡♥tr❡ −1.7
❡t −1.4✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ✐❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ♠❛✐s
s❡ ❜r✐s❡♥t✱ ❡t ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞✬♦♥❞❡s q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té
❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s s❡♠❜❧❡♥t r❡st❡r ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♠❡ ❡st ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛②♠♣t♦t✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é✳
✷✹▲❡s ♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ♦♥t été ❡①❤✐❜és ♣♦✉r u(0, x, y) = 1, v(0, x, y) = −1✳
✶✹✵
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
✭❤✮ ✭✐✮ ✭❥✮
❋✐❣✳ ✺✾ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ c = −1.5✱ ❈■ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✽✳
✶✼✳✷ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❢ ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❝✉❜✐q✉❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
❞ès q✉❡ c ❡st ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ −1✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs✳
✕ ❝❂✲✶✳✽ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✵✮
▲❡ s②stè♠❡ é✈♦❧✉❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❞ès q✉❡
sup u¯ ∈]−1, 1[ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❧✉s ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ c ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✏é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✲ é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ✈❡rs s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✑✱ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✳
❈❡❝✐ ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u¯ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ❧❛
♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳
✕ ❝❂✲✶✳✼ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✶✮
■❧ ♥✬② ❛ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ▼❛✐s ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ t❡♥❞ ♣❧✉s ✈❡rs ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▼❛✐s ❝❡
❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡t✐t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s ❛✉ s②stè♠❡
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✹✶
s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ c = −1 ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ c = −0.999✮ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ q✉❡ très
♣❡✉ ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ❆ ♣❡✐♥❡ ♦♥t ❡❧❧❡s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ s❡✉✐❧
❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t r❛♠❡♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦♣♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s
q✉✐ ♦♥t ✜♥✐ ❧❡✉r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
✕ ❝❂✲✶✳✹ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✷✮
■❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❞❡✉①✳ ❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✱ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
❝❡♥tr❛❧❡s ♦♥t ✐❝✐ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊❧❧❡s é✈♦❧✉❡♥t s❡❧♦♥
❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ ❡♠♣r✉♥t❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❯♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝②❝❧❡s s✬❛tté♥✉❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❥✉sq✉✬à ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛ss❡③ é❧♦✐❣♥é❡s✳ ▲✬❛✉tr❡ ❝②❝❧❡
s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❣é♥ér❛♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❛ ❞é❝r♦✐s✲
s❛♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝②❝❧❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳
✕ ❝❂✲✶✳✸ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✸✮
■❧ ② ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡
♥✬é✈♦❧✉❡ ♣❧✉s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ■❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❜♦✉❝❧❡ ❞❛♥s ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à t♦✉t❡s ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s ❣é♥ér❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳
✶✹✷
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
❋✐❣✳ ✻✵ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.8✳
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✹✸
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
✭❡✮ ✭❢✮ ✭❣✮
❋✐❣✳ ✻✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.7✳
✶✹✹
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮ ✭❞✮ ✭❡✮
✭❢✮ ✭❣✮ ✭❤✮
❋✐❣✳ ✻✷ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.4✳
✶✼✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ c ✶✹✺
✭❛✮
✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮
❋✐❣✳ ✻✸ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t c = −1.3✳
P♦✉r t❡r♠✐♥❡r✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ c✳
✶✹✻
c −1.4 −1.3 −1.2 −1.1 −1.01
❱✐t❡ss❡ 2.6 2.95 3.3 3.8 4.7
❋✐❣✳ ✻✹ ✕ ❱✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r✲
❝❡❛✉①✳
❘és✉♠é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦❜s❡r✈é❡s
P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❝✉❜✐q✉❡✱ ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢✳ ■❧ ♥✬❛ ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts r❛♣♣♦rts ❵♥♦♠❜r❡
❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡ s✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s✬
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳ ❙✐♥♦♥ ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✼✳ ❯♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡ ❛ été ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❑♦❜❛②❛✲
s❤✐ ❡t ❛❧✳ ❬✼✸❪ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❬✼✷❪✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ② ét✉❞✐❡♥t
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ N ❝❡❧❧✉❧❡s ❡①❝✐t❛❜❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❋✐t③❍✉❣❤✲◆❛❣✉♠♦ ❡t ❝♦✉♣❧és ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡♥ ❜♦✉t ❞❡ ❝❤❛✐♥❡
❡st ❝♦✉♣❧é❡ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ λ−ω✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s
❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❧✬♦♥❞❡ s✬❛rrêt❡ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✳ ▲✬❛rrêt ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡❧❧✉❧❡✱ ❡st ♥♦♠♠é ❵❞❡❛t❤✲s♣♦t✬✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❡①♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ s❡♠❜❧❡ ❧✐é
❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s s♦♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❢♦②❡r✳ ❙✐ ❧❡ st✐♠✉❧✉s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ré❢r❛❝✲
t❛✐r❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬❛rrêt❡r✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t
❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✉ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❥♦✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ❞é❝r✐t ♣♦✉r ❧✬❛rrêt ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ❢♦②❡r ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r
♠♦r❝❡❛✉①✳ ■❧ s✉✣t q✉❡ ❧❡ st✐♠✉❧✉s ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛
♣❤❛s❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❢♦②❡r ré♣✉❧s✐❢ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛❝❡♠❛❦❡r ❡t ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♥❞❡s ❛tt❡✐❣♥❛♥t ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❆ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡st ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❛♥s
❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ s♦✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ q✉♦t✐❡♥t ❙❘❘ ✭❙t✐♠✉❧✉s ❘❡s♣♦♥s❡ ❘❛t✐♦✮✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st
❝♦♥♥✉ ❡♥ é❧❡❝tr♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❏✳ ❏❛❧✐❢❡ ❞❛♥s ❬✶✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡t
❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣♦s❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡ ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❘❘✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣ré❝é❞❡♥t ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦♥✳ ❊♥✜♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s
q✉❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❢♦②❡r s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛tt❡r♥s
❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❧❛ s✐①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✳
✶✽ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✶✽✳✶ ❊①✐st❡♥❝❡ ❡t ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✷✻✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ u0 ∈ H1(Ω) ❡t v0 ∈ L2(Ω) ❛❧♦rs q✉❡❧q✉❡ s♦✐t T ∈ R ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✽✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ C(0, T ;H1(Ω))
✶✽✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✹✼
❡t v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ C(0, T ;L2(Ω)✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ❛ ❧✐❡✉ ♣r❡sq✉❡ ♣❛rt♦✉t t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛ ❧✐❡✉ ❞❛♥s L∞(0, T ; (H1)′(Ω))✳
❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s ❬✹✽❪✱ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✸ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ♠✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s utt = f
′(u)ut − u+ c+ δu✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ utt =
kup−1ut + c+ δu ❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ztt = kp (ut)
p−1ut + h+ δz ♦ù z ❡t h s♦♥t ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡
u ❡t c✳ ❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❬✹✽❪ ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❡ ❬✻✸❪ ❡t ❬✹✽❪ ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥ à ✭✹✽✮✳ ❖♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s t♦✉t❡ ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♠❛✐s ♦♥ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
ǫwtt = f(wt)− w +
∫ t
0
c+∆w ✭✺✷✮
❛✈❡❝
w(0) = w0
wt(0) = u0
dw
dn
=
dwt
dn
= 0
❖ù
w0 s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ −∆w0 + w0 = v0, d
dn
w0 = 0 s✉r δΩ
P♦✉r r❡✈❡♥✐r ❛✉ s②stè♠❡ ✭✹✽✮✱ ♦♥ ♣♦s❡r❛
u = wt, v = w −
∫ t
0
c−∆w
❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❘❉✳
❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✿
ǫwntt = Pnh(wnt) + 3wnt − wn + gn +∆wn ✭✺✸✮
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❣❛r❞é ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❘❉ ❡t ♦ù g =
∫ t
0
c✳ ❆❧♦rs ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t
✭✺✸✮ ♣❛r wnt ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿
wn ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;H1)
wnt ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;L2) ∩ L4(ΩT )
❊♥ ❞ér✐✈❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ♣✉✐s ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r wntt ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♦♥ ❛
q✉❡
wnt ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;H1)
wntt ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;L2)
✶✹✽
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r ∆wnt✱ ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡
∆wn ❡st ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s L
∞(0, T ;L2)
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ❢❛✐❜❧❡⋆ ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ h(wn) ⇀ h(w) ❞❛♥s L
4
3 (ΩT )✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❘❉✳
▲✬✉♥✐❝✐té s✬♦❜t✐❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s w1, w2✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱
❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r w1t − w2t✳
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ w ∈ L∞(0, T ;H2)✱ w,wt ∈ C(0, T ;H1)✷✺ ❡t ∆w ∈ C(0, T ;L2) ✭❝❛r
∆w ∈ L2(0, T, L2✮ ❡t ∆wt ∈ L2(0, T, (H1)′✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t
♣❛r (w1−w2)t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r w ❞❛♥s
H1 ❡t wt ❞❛♥s L
2✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ u ❡t v ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡s ❡s♣❛❝❡s ✷✻✳
❙✐ w s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✷✮ u ∈ L∞(0, T ;H1) ∩ C(0, T ;H1), v ∈ L∞(0, T ;L2) ∩ C(0, T ;L2)✳
❊t ♦♥ ❛✱ r❡♠♣❧❛ç❛♥t wt ♣❛r u✱ w − g −∆w ♣❛r v ❡t ❡♥ ❞ér✐✈❛♥t v✱{
ǫut = f(u)− v
vt = u− c(x)−∆u
❖♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ s✐ ✭✹✽✮ ❡st ✈ér✐✜é✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t
w(t) = w0 +
∫ t
0
u
❡t w0 t❡❧ q✉❡
−∆w0 + w0 = v0
❖♥ ❛ ✿
v(t)− v(0) = ∫ t
0
vt = w(t)− w(0)− g −∆w +∆w(0) ❞♦♥❝✱ v(t) = w(t)− g −∆w✳
❊t ut = f(u)− v ✐♠♣❧✐q✉❡ wtt = f(wt)− v✳
P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ u0 = u(0) ❡t q✉❡ v(0) = v0✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✽✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❞❛♥s H1 × L2✱ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
✶✽✳✷ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡st ✐❝✐
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✺✵✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✷✺❖♥ ❛ ✐❝✐ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸ ♣ ✼✷ ❞❡ ❬✻✼❪
✷✻❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❞♦♣t❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❬✶✸❪✳ ❖♥ ♣❛rt ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮✱
❡t ♦♥ ♣♦s❡ ut = z✱ zt =
1
ǫ
(f ′(u)z − u+ c+∆u)✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♣❝❤✐t③✐❡♥♥❡
❞❡s ❜♦r♥és ❞❡ H1 × L2 ❞❛♥s H1 × L2✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ❧♦rsq✉❡ c ♥❡ ❞✁♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ t✳
✶✽✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✹✾
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (u¯, v¯)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ −∆u + u = c
✭❚❤é♦rè♠❡ ■❳✳✷✼ ♣ ✶✽✷ ❞❛♥s ❬✶✶❪✮ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r u¯✳ ❖♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ v¯ = f(u¯)✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡r❛
❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ c ∈ C∞(Ω¯) ❡t ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❞❡ ❝❧❛ss❡ C∞ ❡t ♦♥ ❛ u ∈ C∞(Ω¯) ❡t v ❛✉ss✐✳
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❳✳✸✵ ♣ ✶✾✷ ❞❛♥s ❬✶✶❪✮
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳
inf
Ω
c ≤ u ≤ sup
Ω
c
▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶
❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶ ❡t Ω =] − l, l[✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ c ❡st ♣❛✐r❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥r❡ s✉r [0, l[✳ ❖♥ ❛ ❧♦rs ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r u¯✱ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ u¯ ❡st ♣❛✐r❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l[✳ ❊❧❧❡
❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ 0✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r u¯(0) ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r u¯(0) =
∫ l
0
c(y)g(y)
♦ù g ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [0, l[✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠
❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ c s✉r [0, l[ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ g✳ ❖♥ rés✉♠❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r ❧❡ ❞é♠♦♥tr❡r ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① ❞✐✈❡rs❡s ♣r♦♣r✐étés✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✼✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r
[0, l[✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
u¯(x) = k(e−x + ex) +
1
2
∫ x
0
(exp(−(x− y))− exp(x− y))c(y)dy v¯ = f(u¯)
♦ù
k =
1
2(el − e−l)
∫ l
0
(exp(−(l − y)) + exp(l − y))c(y)dy
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ u¯ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l]✱ ❡t ♣❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝
✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ str✐❝t ❡♥ 0 ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
u¯(0) = 2k =
1
(el − e−l)
∫ l
0
(exp(−(l − y)) + exp(l − y))c(y)dy
❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(y) = exp(y−l))+exp(l−y)
(el−e−l) ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [0, l[✳
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ q✉❡ c ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛✐r❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l[✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✺✵✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
u¯(x) = k(e−x + ex) +
1
2
∫ x
0
(exp(−(x− y))− exp(x− y))c(y)dy v¯ = f(u¯)
♦ù
k =
1
2(el − e−l)
∫ l
0
(exp(−(l − y)) + exp(l − y))c(y)dy
✶✺✵
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ (u¯, v¯) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (u¯, v¯) ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ✿ 

0 = f(u)− v
0 = u− c(x)− uxx
ux(−l) = ux(l) = 0
⇔ 

v = f(u)
−uxx + u = c(x)
ux(−l) = ux(l) = 0
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
(E) − uxx + u = c(x)
❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
u(x) = K1e
−x +K2ex + u0(x)
♦ù u0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r u0 ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts ✭❬✹✹❪✮ ✿
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ u0(x) t❡❧❧❡ q✉❡ u0(x) = K1(x)e
−x +K2(x)ex ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s K ′1(x)e
−x +
K ′2(x)e
x = 0✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs q✉❡ u0(x) =
1
2
∫ x
0
(exp(−(x−y))−exp(x−y))c(y)dy ❝♦♥✈✐❡♥t✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t K1 ❡t K2 ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❢❛✐t q✉❡ c ❡st ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r k = K1 = K2 ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✿
u¯(x) = k(e−x + ex) +
1
2
∫ x
0
(exp(−(x− y))− exp(x− y))c(y)dy
♦ù
k =
1
2(el − e−l)
∫ l
0
(exp(−(l − y)) + exp(l − y))c(y)dy
❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (E) ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s♣é❝✐✜é❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ u¯ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l]✱ ❡t ♣❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝ ✉♥
♠❛①✐♠✉♠ str✐❝t ❡♥ 0 ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
u¯(0) = 2k =
1
(el − e−l)
∫ l
0
(exp(y − l) + exp(l − y))c(y)dy
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ u¯ ❡st ♣❛✐r❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿
u¯(−x) = k(e−x + ex) + 1
2
∫ −x
0
(exp(−(−x− y))− exp(−x− y))c(y)dy
= k(e−x + ex) +
1
2
∫ x
0
(exp(x− u)− exp(u− x))c(−u)(−du)
= k(e−x + ex) +
1
2
∫ x
0
(exp(u− x)− exp(x− u))c(u)du ✭❝❛r c ❡st ♣❛✐r❡✮ .
= u¯(x)
✶✽✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✺✶
u¯ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✉r [0, l]✱ ❡♥ ❡✛❡t ✿
❙♦✐t 0 ≤ y < x ≤ l ✿
u¯(x)− u¯(y) = k(e−x + ex − e−y − ey) + 1
2
∫ x
0
(exp(−x+ u)− exp(x− u))c(u)du
− 1
2
∫ y
0
(exp(u− y)− exp(y − u))c(u)du
= k(e−x + ex − e−y − ey)
+
1
2
∫ y
0
(exp(u− x)− exp(x− u)− exp(u− y) + exp(y − u))c(u)du
+
1
2
∫ x
y
(exp(u− x)− exp(x− u))c(u)du
❉♦♥❝✱
u¯(x) < u¯(y)
⇔ (e−x + ex − e−y − ey)k < 1
2
∫ y
0
(exp(x− u)− exp(u− x)− exp(y − u) + exp(u− y))c(u)du
+
1
2
∫ x
y
(exp(x− u)− exp(u− x))c(u)du
⇔
∫ l
0
g(u)c(u)du <
∫ l
0
h(u)du
♦ù
g(u) =
exp(l − u) + exp(−(l − u))
el − e−l
❡t
h(u) =


h1(u) =
(exp(x−u)−exp(u−x)−exp(y−u)+exp(u−y))
ex+e−x−ey−e−y s✐ 0 ≤ u ≤ y
h2(u) =
exp(x−u)−exp(u−x)
ex+e−x−ey−e−y s✐ y ≤ u ≤ x
0 s✐ x ≤ u ≤ l
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ g ❡t h s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ 1✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t
❞♦♥❝ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [0, l]✳ ❖♥ ❡st ❛❧♦rs ❛♠❡♥é
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Eg(c) < Eh(c)✳
❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ tr❛❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h ❢❛✈♦r✐s❡ ♣❧✉s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ c q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ✿
▲❡♠♠❡ ✶✾✳ ❙♦✐t h ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❞é✜♥✐❡s
s✉r [0, l] t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
h(0) > g(0)
✶✺✷
h(l) < g(l)
∃x0 ∈ [0, l] t❡❧ q✉❡ h− g ≥ 0 s✉r [0, x0]✱ ❡t h− g ≤ 0 s✉r [x0, l]✳∫ l
0
g(x)dx =
∫ l
0
h(x)dx✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ c str✐❝t❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r [0, l]✱∫ l
0
g(x)c(x)dx <
∫ l
0
h(x)c(x)dx
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳∫ l
0
h(x)c(x)dx−
∫ l
0
g(x)c(x)dx =
∫ l
0
(h− g)(x)c(x)dx
=
∫ x0
0
(h− g)(x)c(x)dx+
∫ l
x0
(h− g)(x)c(x)dx
> c(x0)
∫ x0
0
(h− g)(x)dx+ c(x0)
∫ l
x0
(h− g)(x)dx
= c(x0)
∫ l
0
(h− g)(x)dx
= 0
■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h ❡t g s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡✳
h ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭♣♦✉r h ❞ér✐✈❡r ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
ex + e−x ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✮✳
h(0) =
ex − e−x − ey + e−y
ex + e−x − ey − e−y
g(0) =
el + e−l
el − e−l
h(0) > g(0)⇔ (el − e−l)(ex − e−x − ey + e−y) > (el + e−l)(ex + e−x − ey − e−y)
⇔ el(e−y − e−x) + e−l(ey − ex) > 0
⇔ e2l−y − e2l−x > ex − ey
❈❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❞♦♥❝ h(0) > g(0)✳
h(l) = 0✱ g(l) > 0✱ ❞♦♥❝ h(l) < g(l)✳
■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x0 ❡♥tr❡ 0 ❡t l t❡❧ q✉❡ h− g ≥ 0 s✉r [0, x0]✱
❡t h− g ≤ 0 s✉r [x0, l]✳
P✉✐sq✉❡ h(0) > g(0)✱ h(l) < g(l)✱ ❡t q✉❡ h ❡t g s♦♥t ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x1 ∈]0, l[ t❡❧
q✉❡ h(x1) = g(x1)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ rés♦✉❞ g(u) = h1(u) s✉r R✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉
♣❧✉s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ rés♦✉❞ g(u) = h2(u)✳ ❉♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ h(u) = g(u)
❛❞♠❡t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦✉ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✉r [0, l]✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ (h − g) ❡st
s♦✐t ❞❡ s✐❣♥❡ ❝♦♥st❛♥t✱ s♦✐t✱ ❝❤❛♥❣❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ s✐❣♥❡✱ s♦✐t ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❆✈❡❝ ❧❡s s✐❣♥❡s
✶✽✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✺✸
♦♣♣♦sés ❞❡ (h− g) ❡♥ 0 ❡t l ✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ (h− g) ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ s✐❣♥❡✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✾✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té s✉r [0,m]✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿
u¯(0) = 2k = Eg(c)✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❛tt❡✐♥t❡ ❡♥ 0✱ u¯(0) ❛♣♣❛r❛✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡
❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ c s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ g✳
■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t à ❧❛ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡✳
❖♥ ét✉❞✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❧♦rsq✉❡ supx∈Ω u¯ < −1✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸ ♣✳✸✹ ❞❛♥s ❬✸✸❪✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✾✮✱ ❡t ♣♦s❛♥t ut = z✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡
s②stè♠❡ ✿ {
ǫut = z
zt =
1
ǫ
(f ′(u)z − u+ c+∆u)
♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ −∆u¯+ u¯ = c ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ s②stè♠❡{
ǫut = z
zt =
1
ǫ
(3(1− u¯)z − u+∆u− 6u¯uz − 6u2z)
❈❡ s②stè♠❡ s✬é❝r✐t
Ut = AU + F (U)
♦ù
A(u, z) = (z,
1
ǫ
(3(1− u¯)z − u+∆u))
F (u, z) = (0,−6u¯uz − 6u2z)
❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s N = 1✳ ●râ❝❡ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1 ❞❛♥s C(Ω) ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ | · |∞✱
♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ F (u, z) ❡st ❧✐♣❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❡s ❜♦r♥és ❞❡ (H1, L2) ❞❛♥s (H1, L2)✳
❖♥ ♥♦t❡ T (t)(u0, z0) ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ Ut = AU, u(0) = u0, z(0) = z0✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s K ❡t α > 0 t❡❧s q✉❡
||T (t)|| < K exp (−αt)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✷❪✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝✉❜✐q✉❡✳
❖♥ réé❝r✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
ǫutt = 3(1− u¯2)ut − u+∆u
❊t ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
E(t) =
∫
Ω
u2 + ǫ
∫
Ω
u2t +
∫
Ω
|∇u|2
✶✺✹
❙♦✐t α > 0 ❡t h(x) = 3(1− u¯2)✳
❖♥ ♣♦s❡
v = exp (αt)u
❆❧♦rs✱
ut = exp (−αt)(vt − αv)
utt = exp (−αt)(vtt − 2αvt + α2v)
∆v = exp (αt)(ǫutt − h(x)ut + u)
= ǫvtt − (h+ 2αǫ)vt + (ǫα2 + hα+ 1)v
❊t✱
ǫvtt −∆v + (ǫα2 + hα+ 1)v = (2αǫ+ h)vt
❊♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r vt ❡t ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
1
2
d
dt
(
∫
Ω
ǫ(vt)
2 +
∫
Ω
|∇v|2 +
∫
Ω
(ǫα2 + hα+ 1)v2) = (2αǫ+ h)v2t
❊♥ ♣♦s❛♥t G(t) =
∫
Ω
ǫ(vt)
2 +
∫
Ω
|∇v|2 + ∫
Ω
(ǫα2 + hα + 1)v2✱ ♦♥ ❛ Gt ≤ 0 ❞ès q✉❡ α <
minx∈Ω
−h(x)
2ǫ
✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
exp (2αt)E(t) = exp (2αt)(
∫
Ω
u2 +
∫
Ω
ǫu2t +
∫
Ω
|∇u|2)
=
∫
Ω
v2 +
∫
Ω
ǫ(vt − αv)2 +
∫
Ω
|∇v|2
≤ (1 + 2ǫα2)
∫
Ω
v2 + 2ǫ
∫
Ω
v2t +
∫
Ω
|∇v|2
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ K t❡❧❧❡ q✉❡
exp (2αt)E(t) ≤ KG(t)
❖r ♣♦✉r α ❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Ω
ǫα2 + hα+ 1 > 0
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r x ✜①é✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❝❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ α s♦♥t ✿
−h+−
√
h2 − 4ǫ
2ǫ
❡t s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❞♦♥❝ ♣♦✉r α < −h−
√
h2−4ǫ
2ǫ
♦♥ ❛ ǫα2 +
hα+ 1 > 0✳ ❉♦♥❝ ∃β > 0 t❡❧ q✉❡
β(1 + 2ǫα2) < ǫα2 + hα+ 1
✶✽✳ ❆♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✶✺✺
❉♦♥❝ ♣♦✉r 0 < α < min(minx∈Ω
−h(x)
2ǫ
,minx∈Ω(−h(x)−
√
h2(x)− 4ǫ))✱
exp (2αt)E(t) ≤ (1 + 2ǫα2)
∫
Ω
v2 + 2ǫ
∫
Ω
v2t +
∫
Ω
|∇v|2
≤
∫
Ω
1
β
(ǫα2 + hα+ 1)v2 + 2ǫ
∫
Ω
(vt)
2 +
∫
Ω
|∇v|2
≤ max( 1
β
, 2)G(t)
≤ KG(0)
≤ KE(0) ♦ù K ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣é♥ér✐q✉❡✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝
E(t) ≤ K exp (−2αt)E(0)
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡❧❛ ❡♥ r❡♣❛ss❛♥t ❡♥ u ❡t v✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ v = h(x)u− ut✱
||T (t)|| ≤ K exp (−αt)
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳
❆✈❡❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸ ♣✳✸✹ ❞❛♥s ❬✸✸❪ ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù N = 1✷✼✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✽✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ N = 1✳ ❙✐ supx∈Ω u¯ < −1 ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✽✮✱ (u¯, z¯) ❡st
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ N ❞❡ (u¯, z¯) t❡❧ q✉❡✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t (u, v) ∈ N ✱
(u, z) t❡♥❞ ✈❡rs (u¯, z¯) ❞❛♥s (H1(Ω), L2(Ω)) ❧♦rsq✉❡ t t❡♥❞ ✈❡rs +∞✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ h(u) = 1
ǫ
(−6u¯uz − 3u2z) ▲❡ ❝❛s N = 1 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ H1 →֒ C0
❛✈❡❝ ||u||H1 ≤ ||u||L∞ ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡
||h(u)||2L2 ≤ K(||u||4L∞ + ||u||2L∞)(||z||2L2)
≤ K(||u||4H1 + ||u||2H1)(||(u, z||2H1)
❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t K > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ V ❞❡ (0, 0) ❞❛♥s (H1 × L2) t❡❧ q✉❡
F (u, z) ≤ K||(u, z)||(H1,L2)
❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸ ♣✳✸✹ ❞❡ ❬✸✸❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱
♦♥ ❛ h(u, z) = 0 ♣♦✉r ||u||H1 ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❧✐♥é❛r✐sé ✿{
λu = 1
ǫ
(−u− v)
λv = u−∆u
✷✼❈❡ t❤é♦rè♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥
s❡ ♣❧❛❝❡✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛s N = 1 ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ H1 ❞❛♥s
L∞✳
✶✺✻
⇔
{
v = (λǫ+ 1)u
(λ2ǫ+ λ)u = u−∆u
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s µ1 = 1 < µ2....❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆u + u ✭❛✈❡❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❧✐♥é❛r✐sé
s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✿
λ2ǫ+ λ− µi = 0
❈✬❡st à ❞✐r❡
λi =
−1
2ǫ
+
−
√
1 + 4ǫµi
2ǫ
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧✐♥é❛r✐sés ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣❛r❛✐s✲
s❛♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡ u ❞❛♥s ❧❡ ❧✐♥é❛r✐sé ❞é♣❡♥❞ ❞❡ x ♥✬❡st ♣❛s tr✐✈✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✸✻❪✱ ♣ ✺✾✱
✻✸✱✻✹✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à 1
♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st 2 s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ ♦✉✲
✈❡rt ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ s♣❡❝tr❡✱ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡
♣♦✉rr❛✐t ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❍♦♣❢ ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛✲
t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳ ■❧ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ✈♦✐r s✐ ❧❛ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞ès q✉❡ supΩ u¯ ❞é♣❛ss❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ♦✉ ♣❛s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱
❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛✉① ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
s❡♠❜❧❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù supΩ u < −1✳
❙✐①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❡♥ s❛❧✈❡s ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ❡①❝✐t❛❜❧❡
❈❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉P ❞❡
ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té
s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❈❛s ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t
❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
✶✺✼

✶✾✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ✶✺✾
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ c
❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❡tt❡
✐❞é❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣❛tt❡r♥s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♦s❝✐❧❧❛t❡✉r ❝❡♥tr❛❧✳
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉① s②stè♠❡s ✭✶✷✮ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥✮ ♦✉
✭✹✽✮ ✭❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡s ♦♥❞❡s✮✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❢❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c ❞❡
x ❡t t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ♦♥ ♣r❡♥❞ c(x, t) = −1+sin(γt)✱ t❛♥❞✐s
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ c(x, t) = −1−β✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬❛✉ ❝❡♥tr❡ ❧❡s
❝❡❧❧✉❧❡s é✈♦❧✉❡♥t t❛♥tôt ✈❡rs ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ t❛♥tôt ✈❡rs ✉♥ ❝②❝❧❡ ❧✐♠✐t❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡
γ << 1 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♥✉s ❡st ♣rés❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✐❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬é✈♦❧✉❡r ✈❡rs
❧✬ét❛t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c q✉✐ ❧❡s r❡♥❞
❡①❝✐t❛❜❧❡s ❞ès q✉❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❜♦✉❣❡♥t ❛ss❡③✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ β ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡
tr♦♣ ❣r❛♥❞✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛❝❡♠❛❦❡r✱
❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t à t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡ t②♣❡
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛ été ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s β ❞✉ ♣❛♥❝ré❛s ✭❝❢ ❬✹❪✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧q✉❡s ♣❛tt❡r♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 0
♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♦♥❞❡s✳ ❖♥
r❡tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♣❛❝❡♠❛❦❡r✱ ♣❛tt❡r♥s q✉✐ s♦♥t ❢❛♠✐❧✐❡rs
❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❡♥ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s q✉❛tr❡ ❡t ❝✐♥q r❡st❡ ❡♥
♣❛rt✐❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❞✬✉♥✐❝✐té ❧❡ s♦♥t✳ P✉✐sq✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t c ❞é♣❡♥❞
❞✉ t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✐♥❝❧✉t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡✉r ét✉❞❡ ❡st ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳
✶✾ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❘é❛❝t✐♦♥✲❉✐✛✉s✐♦♥✳
✶✾✳✶ ❈❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❊❉P ❞❡ ré❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❤étér♦✲
❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✶✷✮
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✶✷✮
{
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− c(x, t) + ∆v ✭✺✹✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
✶✻✵
♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡t
c(x, t) =
{ −1 + sin(γt) s✐ x ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❧❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱
−1− β s✐♥♦♥✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r
β > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✺✳
❉❛♥s ❧❡ ❛✮✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té u(x, y, 27)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✮✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té u(50, 50, t)✱ u(51, 50, t)✱
❡t u(99, 50, t)✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝✮ u(x, 49, t)✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ β s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0 ❡t q✉❡ γ ❞✐♠✐♥✉❡✳
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✻✺ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✹✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t γ = β = 0.05✳
✶✾✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ✶✻✶
▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✷✶✮
▲❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥
❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✷✶✮ s✐ δ ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ✿
{
ǫut = f(u)− v +∆u
vt = u− c(x, t)− δv +∆v ✭✺✺✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✿
u(0, x) = u0
v(0, x) = v0
δu
δn
=
δv
δn
= 0 s✉r δΩ
♦ù n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω ❡t c(x, t) ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s u0 = −1, v0 = 0.1✱ δ = 0.01✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✻✳ ❉❛♥s ❧❡ ❛✮✱ ♦♥ ❛
r❡♣rés❡♥té u(x, y, 28)✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✮✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té u(50, 50, t)✱ u(51, 50, t)✱ ❡t u(99, 50, t)✱
❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝✮ u(x, 49, t)✳
✶✻✷
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✻✻ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✺✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t γ = β = 0.05✳
Pr♦❝❡ss✉s ❡t ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❡ ✭✺✺✮ ❡t ✭✺✹✮
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs S(s, t) : H → H
❞é✜♥✐s ♣♦✉r s ∈ R✱ t ≥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡
✭✐✮ S(s, t) ∈ C(H,H),∀s ∈ R,∀t ≥ 0.
✭✐✐✮ ∀s ∈ J, S(s, 0) = Id.
✶✾✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ✶✻✸
✭✐✐✐✮ U(s, t+ τ) = S(s+ t, τ)S(s, t),∀s ∈ R,∀t, τ ≥ 0.
✭✐✈✮ ∀x ∈ H,∀s ∈ R, S(s, t)x ∈ C([0,+∞[, H).
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✶✷✮ ❡t ✭✷✶✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 4✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ✭✷✶✮✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✻✼❪✱ ❬✺✵❪✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❡♠✐✲❣r♦✉♣❡✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ c ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥
❛✉t♦♥♦♠❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹ ♦♥ ♥♦t❡ H = L2(Ω)× L2(Ω)✳ d r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡ H✳ ❖♥ ♥♦t❡ S(s, t)U0 ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✺✮ ❛✉ t❡♠♣s (s+ t)
t❡❧❧❡ q✉❡ U(s) = U0✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜♦r♥é Y ❞❡ H ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω✲❧✐♠✐t❡
ω(s, Y ) = ∩h≥0∪t≥h(S(s, t)Y
❆❧♦rs ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 4 ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✭✶✷✮ r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ❡t
♦♥ ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t B✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ c ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ω(B) ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ s ❡t ❝✬❡st ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r
❣❧♦❜❛❧ ❞❛♥s H✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
▲❡♠♠❡ ✷✵✳ ❙♦✐t B ✉♥ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ♣♦✉r ✭✺✺✮ ❛❧♦rs
∀(s, σ) ∈ R2ω(s, B) = ω(σ,B) = ω(B)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ σ > s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡
ω(s, B) ⊂ ω(σ,B)
❙♦✐t φ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ H✳ ❆❧♦rs
φ ∈ ω(s, B)
⇔ φ ∈ ∩h≥0∪t≥hS(s, t)B
⇒ φ ∈ ∩h≥σ−s∪t≥hS(σ, t− (σ − s))S(s, σ − s)B
⇒ φ ∈ ∩h≥σ−s∪t≥hS(σ, t− (σ − s))B ✭❝❛r B ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✮.
⇒ φ ∈ ω(σ,B)
P✉✐s q✉❡
ω(σ,B) ⊂ ω(s, B)
P♦✉r ❝❡❧❛ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ c ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ✿
∀(s, t) ∈ R× R+S(s, t) = S(s+ T, t) ✭✺✻✮
♦ù T ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ c✳
φ ∈ ω(σ,B)
⇔ φ ∈ ∩h≥0∪t≥hS(σ, t)B
⇒ φ ∈ ∩h≥s+kT−σ∪t≥hS(s+ kT, t− (s+ kT − σ))T (σ, s+ kT − σ)B
♦ù k ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ s+ kT > σ
⇒ φ ∈ ∩h≥s+kT−σ∪t≥hS(s+ kT, t− (s+ kT − σ))B
✭❝❛r B ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✮.
⇒ φ ∈ ∩h≥s+kT−σ∪t≥hS(s, t− (s+ kT − σ))B
✭❝❛r B ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✮.
⇒ φ ∈ ω(s, B)
✶✻✹
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
▲❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙♦✐t φ ∈ H✳
φ ∈ ω(B)⇒ P♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ sn ∃tn → +∞ ❡t φn ∈ B t❡❧❧❡ q✉❡ S(sn, tn)φn → φ
φ ∈ ω(B)⇒ ∀s ∈ R ∃tn → +∞ ❡t φn ∈ B t❡❧❧❡ q✉❡ S(s− tn, tn)φn → φ
S(sn, tn)φn → φ ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ré❡❧❧❡ sn, ❛✈❡❝ tn → +∞, ❡t φn ∈ B ⇒ φ ∈ ω(B)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ω(B) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ s✳
❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳
❙♦✐t φ ∈ ω(B)✳ ❙♦✐t ǫ > 0 ❡t s ∈ R
∀α > 0∃tα ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t φ t❡❧s q✉❡ dH(φ, S(s− α, tα)) < ǫ
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té ❞❡ c ❡t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✺✻✮✱ ♣♦✉r ǫ ✜①é✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥❝❧✉r❡ t♦✉s
❧❡s tα ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣❛❝t ❞❡ R✳ P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ∃α t❡❧ q✉❡ α = tα✳
❘❡♠♣❧❛❝❛♥t ǫ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ǫn q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs 0 α ♣❛r tn✱ ❡t ❢❛✐s❛♥t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ tn t❡♥❞❡
✈❡rs +∞✱ ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
❖♥ ❛ ✱
▲❡♠♠❡ ✷✷✳ ❙♦✐ B ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ H
✕ ω(B) ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❝♦♠♣❛❝t
✕ ∀(s, t) ∈ R × R+ ω(B) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ T (s, t)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡
T (s, t)ω(B) = ω(B)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s ∈ R✱ ♦♥ ❛
ω(B) = ∩h≥0∪t≥hS(s, t)B
P✉✐sq✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ω(B) ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝ts ♥♦♥ ✈✐❞❡s✱ ω(B) ❡st ❞♦♥❝ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ❝♦♠♣❛❝t✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ω(B) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r S(s, t)✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡
S(s, t)ω(B) ⊂ ω(B)
φ ∈ S(s, t)ω(B)
⇒ ∃(tn → +∞ ❡t Ψn ∈ B t❡❧s q✉❡ S(s, t)S(s− tn, tn)Ψn → φ ✭❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮
⇒ S(s− tn, tn + t)Ψn → φ
⇒ φ ∈ ω(B)
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡
ω(B) ⊂ S(s, t)ω(B)
φ ∈ ω(B)
⇒ ∃(tn → +∞ ❡t φn ∈ B t❡❧s q✉❡ S(s− (tn − t), tn)φn → φ ✭❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮
⇒ S(s, t)S(s− (tn − t), tn − t)φn → φ
✶✾✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ✶✻✺
❈♦♠♠❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ S(s−(tn−t), tn−
t)φn ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ Ψ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs
Ψ ∈ ω(B) ❡t φ = S(s, t)Ψ
❉♦♥❝
φ ∈ S(s, t)ω(B)
❊t ω(B) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛ttr❛❝t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s T (s, t) ♣❛r
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺✳ ❯♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s T (s, t) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t q✉✐
❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r♥és s✐t✉és ❞❛♥s ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡t ❝❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t s ∈ R✳ ■❧
❡st ♠❛①✐♠❛❧ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛ttr❛❝t❡✉r q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❣❧♦❜❛❧ s✬✐❧ ❛tt✐r❡
t♦✉s ❧❡s ❜♦♥és ❞❡ H ❡t s✬✐❧ ❡st ❝♦♠♣❛❝t
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✷✾✳ ▲❡ s②stè♠❡ ✭✺✺✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r ♠❛①✐♠❛❧ ❣❧♦❜❛❧ A✳ A ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s A = ω(B) ♦ù B ❡st ✉♥ ❜♦r♥é ❛❜s♦r❜❛♥t ❞❡ H✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ω(B) ❛tt✐r❡ t♦✉t ❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ H✳
❙♦✐t Y ✉♥ ❜♦r♥é ❞❡ H✱ ♦♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
d(ω(B), S(s, t)Y )→ 0 q✉❛♥❞ t→ +∞. ✭✺✼✮
❈♦♠♠❡ B ❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ❡t ❣râ❝❡ à ❧✬é❣❛❧✐té ✭✺✻✮ ♦♥ s❛✐t q✉❡
∃T (Y ) t❡❧ q✉❡ S(s, T (Y ))Y ⊂ B∀s ∈ R
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✭✺✼✮ s♦✐t ❢❛✉ss❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ (tn, φn) ❛✈❡❝ tn → +∞ ❡t φn ∈ Y t❡❧s q✉❡
d(ω(B), S(s, tn)φn) ≥ α > 0 ✭✺✽✮
❈♦♠♠❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ S(s, tn)φn✱ ♥♦té❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✉♥❡ s♦✉s s✉✐t❡ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❙♦✐t φ s❛ ❧✐♠✐t❡✳ ❖♥ ❛
S(s, tn)φn = S(s+ T (Y ), tn − T (Y ))S(s, T (Y ))φn
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ Ψn = S(s, T (Y ))φn✱ ♦♥ ❛ Ψn ∈ ω(B) ❡t ❞♦♥❝ φ ∈ ω(B)✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ✭✺✽✮✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ω(B) ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ à ❬✻✼❪✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❛ttr❛❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹
♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✶✷✮✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✵✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 1✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡
✭✺✹✮✳ ❙✐ D ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ré❣✐♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s S(s, t) ❛ss♦❝✐é ❛✉ s②stè♠❡ ✭✺✹✮
✭ǫ = 1✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛ttr❛❝t❡✉r A ❜♦r♥é ❞❛♥s (H1(Ω))2 ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❝♦♥♥❡①❡ ❞❛♥s L2(Ω;D)✳
■❧ ❛tt✐r❡ t♦✉s ❧❡s ❜♦r♥és ❞❡ L2(Ω;D)✳
✶✻✻
✶✾✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é✲
♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❖♥ r❡❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❞❡ ✭✹✽✮
{
ǫut = f(u)− v
vt = u− c(x, t)−∆u ✭✺✾✮
♦ù c✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✼✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ s❛❧✈❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❘❉✳ ▲❡s ♦♥❞❡s
s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ♠♦✐♥s r❛♣✐❞❡♠❡♥t à t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭✈♦✐r ❧❡s ❜✮ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✻✺ ❡t ✻✼✮ ❡t s♦♥t
♠♦✐♥s ❛♠♣❧❡s✳
❖♥ ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♦ù f ❡st ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❝❛r ✐❧ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳
✷✵ ❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ♣❛tt❡r♥s ♣♦✉r ❧✬❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡
❙✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ β très ♣❡t✐t ♦✉ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❛tt❡r♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
❊♥ ❢❛✐t ❧♦rsq✉❡ β = 0✱ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❡①❝✐t❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛ssé❡ r❡✈✐❡♥♥❡♥t à ❧❡✉r
ét❛t ❞✬ éq✉✐❧✐❜r❡ ♣❛r ♣❡t✐t❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❧❡
♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡r❛✐t ✉♥ ❢♦②❡r ❛ttr❛❝t✐❢✮✳ ❆ ✉♥ ♠♦♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t
❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❡❧❧❡s ♠ê♠❡s ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛♥t ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❉❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✽✱ ♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✾✮ ❧♦rsq✉❡ γ = 0.17✱ q✉❡
β = 0 ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥t❡s s✉r t♦✉t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✼✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ γ ❡t β ♦♥t ❞♦♥❝
❝❤❛♥❣é✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s ✜❣✉r❡s✳ P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛✈♦✐r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡♥ s❛❧✈❡s✳
✷✵✳ ❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ♣❛tt❡r♥s ♣♦✉r ❧✬❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✶✻✼
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮
✭❞✮ ✭❡✮ ✭❢✮
✭❣✮ ✭❤✮ ✭✐✮
❋✐❣✳ ✻✽ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✾✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡✱ γ = 0.17 ❡t β = 0✳
❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ǫ ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1 ✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 0.1✮✱ ❡t q✉✬♦♥ ❧❛✐ss❡ ✐♥❝❤❛♥❣és
❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✾❛✮✳
✶✻✽
❋✐❣✳ ✻✾ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✾✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡✱ ǫ = 1✱ γ = 0.17 ❡t β = 0✳
❆✈❡❝ ǫ = 1
3
❡t β = 0.01 ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ✭✶✮ ❛✈❡❝ f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡✈✐❡♥t
✉♥ ❢♦②❡r ❛ttr❛❝t✐❢✳ ❊t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ǫ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛tt❡r♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✺✾✮ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✵✳
✷✵✳ ❖♥❞❡s s♣✐r❛❧❡s✱ ♣❛tt❡r♥s ♣♦✉r ❧✬❊❉P ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❤étér♦❣é♥é✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❢♦rç❛❣❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✶✻✾
❋✐❣✳ ✼✵ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✾✮✱ ♣♦✉r f ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ γ = 0.17✱ ǫ = 1
3
❡t
β = 0.01✳
✶✼✵
✭❛✮ ✭❜✮
✭❝✮
❋✐❣✳ ✻✼ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✺✾✮✱ ♣♦✉r f ❝✉❜✐q✉❡ ❡t γ = β = 0.05✳
❆♥♥❡①❡ ❆
❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❆✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡
❚♦✉t❡s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s à ❝✐♥q ♣♦✐♥ts ❡♥ ❡s♣❛❝❡
❡t ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬❊✉❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❞✐s❝rét✐s❡ ❡st
✉♥ ❝❛rré✱ ❡t ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ 100 × 100 ❝❛rrés ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ P♦✉r r❛♣♣❡❧✱
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ (u(tk), v(tk)) à ❧✬✐♥st❛♥t tk ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ R
10000✱
(utkij , v
tk
ij )0≤i,j≤99 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡s ✈❡❝✲
t❡✉rs ukh ❡t vkh✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t tk ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t tk+1 ❡st
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮ ✿
u
tk+1
ij = u
tk
ij +
dt
ǫ
(F1(u
tk
ij , v
tk
ij ) +
1
h2
δij(ukh)) ✭❆✳✶✮
v
tk+1
ij = v
tk
ij + dt((F2(u
tk
ij , v
tk
ij , i, j) +
1
h2
δij(vkh)) ✭❆✳✷✮
♦ù
δij(ukh) = u
tk
(i+1)j + u
tk
(i−1)j + u
tk
i(j+1) + u
tk
i(j−1) − 4utkij
♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ♥♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞✉ ❝❛rré✳
P♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r δij ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ✢✉① ♥✉❧ ❛✉① ❜♦r❞s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r δ10 ❡t δ00✳
δ10(ukh) = u
tk
20 + u
tk
00 + u
tk
11 − 3utk10
δ00(ukh) = u
tk
10 + u
tk
01 − 2utk00
δij ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛✐❧❧❡s ❞✉ ❜♦r❞✱ ❡t ♣♦✉r vkh✳
F1 ❡t F2 s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❞✐✛✉s✐❢s ❞✉ s❡❝♦♥❞
♠❡♠❜r❡ ❞❡ ✭✶✷✮✱ à s❛✈♦✐r F1(u, v) = f(u) − v✱ F2(u, v, i, j) = u − cij ✭cij ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ c(x, y) s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✮✳
✶✼✶
✶✼✷ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ✭✹✽✮ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✉
t❡♠♣s tk ❛✉ t❡♠♣s tk+1 ❡st ✿
u
tk+1
ij = u
tk
ij +
dt
ǫ
(F1(u
tk
ij , v
tk
ij ) ✭❆✳✸✮
v
tk+1
ij = v
tk
ij + dt((F2(u
tk
ij , v
tk
ij , i, j)−
1
h2
δij(ukh)) ✭❆✳✹✮
❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ dt r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t h ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛✲
t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ h = 1✱ ❡t
dt = 0.01✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❡✛❡t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✭✶✷✮ ❡t ✭✹✽✮ ❧♦rsq✉❡ cij = 0 ❞❛♥s ❧❡s q✉❛tr❡
♠❛✐❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t cij = −1.1 ❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉❧❧❡s
♣❛rt♦✉t✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥❛✐❡♥t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣♦✉r h = 1 ❡t dt = 0.01✳ ❱♦✐❝✐
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳
❞t ❤ ❙②stè♠❡ ✭✶✷✮ ❙②stè♠❡ ✭✹✽✮
✵✳✵✶ ✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
✵✳✵✶ ✵✳✾ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
✵✳✵✶ ✵✳✼ ❚rès ♣❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
✵✳✵✶ ✵✳✺ ❚rès ♣❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❊①♣❧♦s✐♦♥
✵✳✵✵✷✺ ✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
✵✳✵✵✺ ✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s
✵✳✵✷✺ ✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ❊①♣❧♦s✐♦♥
✵✳✵✺ ✶ ❊①♣❧♦s✐♦♥ ❊①♣❧♦s✐♦♥
✵✳✵✵✷✺ ✵✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
♠❛✐s ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s
✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛✐❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s✮
✵✳✵✵✵✹ ✵✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❈❡s rés✉❧❛ts ❧❛✐ss❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r dt
h2
= 0.01 ♣✉✐ss❡ ❛ss✉r❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s❝❤é♠❛✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ǫ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛✉ss✐ ❧❛ st❛❜✐❧✐té✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r
ǫ = 0.01✱ h = 1✱ dt = 0.01 ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡①♣❧♦s❡♥t✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ h s❡♠❜❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡t ❢❛✈♦r✐s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳ ▼❛✐s
❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s cij ✈❛✉t 0✱ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s
❞✬♦♥❞❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r cij = 0 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛rré ❞❡ 400 ♠❛✐❧❧❡s ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t
cij = −1.1 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✈❡❝ h = 0.2 ❡t dt = 0.0004✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s✳
P♦✉r ❝❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h ❡t dt✱ s✐ ♦♥ r❡♣r♦❞✉✐t✱ ♦✉tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠ê♠❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✼✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
r♦t❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♣✐r❛❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s s♦♥t ♠♦✐♥s ❝♦✉r❜❡s✳
❆✳✷✳ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✶✼✸
❋✐❣✳ ❆✳✶ ✕ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♥❞❡ s♣✐r❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✷✮✱ ❛✮❤❂✶ ❞t❂✵✳✵✶ ❜✮❤❂✵✳✷ ❞t❂✵✳✵✵✵✹✳
❆✳✷ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡✈❛✐❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ s✉♣♣♦rt ♣♦✉r
❣✉✐❞❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❊❉P à
♣❛rt✐r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬❊❉❖ s♦✉s ❥❛❝❡♥t❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❡♥✈✐s❛❣é ❞✬✉t✐❧✐✲
s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r
❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉✐ ❛ été ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❧❡ t❡r♠❡ ♥♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t r❛♣✐❞❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❡s ❛❧❧❡rs✲r❡t♦✉rs ❡♥tr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞♦♥♥é ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❡t ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ s❛♥s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✮✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✉rs ❝♦✉♣❧és✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ s❛✐s✐r ✉♥ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✿ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✐r✐❣❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❈❡❧❛ r❡♥✈♦✐❡ à ❧✬❡✛❡t ♠♦②❡♥♥✐s❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❛❝t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭✶✷✮✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❡①❝✐t❛❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ 4 ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
s②stè♠❡ ✭✹✽✮✳
❇✐❡♥ s✉r ❧✬✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
très ♣❡t✐ts s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s h ♦✉ ǫ✳ ❈❤❡r❝❤❡r à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s
✜❣✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ h ❡t ǫ ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡st
✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝
✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ à 9 ♣♦✐♥ts✳
❆✳✸ ❙❝❤é♠❛ à ♥❡✉❢ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
❖♥ ❛ r❡❢❛✐t q✉❡❧q✉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐s❝rér✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ à 9 ♣♦✐♥ts✳ ❖♥
❛ r❡♣r♦❞✉✐t ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù cij = 0 ♣❛rt♦✉t ♣♦✉r ✭✶✷✮ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ❡t ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞✬♦♥❞❡s ♣♦✉r cij = 0 ❞❛♥s
❧❡s q✉❛tr❡ ♠❛✐❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t cij = −1.03 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ✭✶✷✮ ❡t ✭✹✽✮✳ ❆ ♥♦t❡r
✶✼✹ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
q✉❡ ♣♦✉r cij = 0 ❞❛♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ♠❛✐❧❧❡s ❝❡♥tr❛❧❡s ❡t cij = −1.1 ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞
✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✭✶✷✮ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st
❞✐❝rét✐sé ❛✈❡❝ ❝✐♥q ♣♦✐♥ts✳ ❙✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐✛èr❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❡st ♣❧✉s ❢♦rt✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s s♣✐r❛❧❡s ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ à 9 ♣♦✐♥ts ❡t 5
♣♦✐♥ts✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ♣❛tt❡r♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ à 9 ♣♦✐♥ts
✭✭✹✽✮✱ cij ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛♥t✱ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ♠❛✐❧❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡s✱ cij = −1
❛✐❧❧❡✉rs✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ à ✾ ♣♦✐♥ts ❧❛ ❵q✉❛❧✐té✬ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s❡♠❜❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❇✳ ❆❡❤❧❡rt✳ ▲✬❊❈● r❡♥❞✉ ❢❛❝✐❧❡✳ ▼❛❧♦✐♥❡✱ ✷✵✵✸✳
❬✷❪ ◆✳❉✳ ❆❧✐❦❛❦♦s✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ r❡❛❝t✐♦♥✲❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s✱ ✸✸ ✿✷✵✶✕✷✷✺✱ ✶✾✼✾✳
❬✸❪ ❉✳●✳ ❆r♦♥s♦♥✱ ●✳❇✳ ❊r♠❡♥tr♦✉t✱ ❛♥❞ ◆✳ ❑♦♣❡❧❧✳ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ P❤②s✐❝❛ ❉✱ ✹✶ ✿✹✵✸✕✹✹✾✱ ✶✾✾✵✳
❬✹❪ ❖✳❱✳ ❆s❧❛♥✐❞✐✱ ❖✳ ▼♦r♥❡✈✱ P✳ ❆r❦❤❛♠♠❛r✱ ❖✳ ❚❤❛str✉♣✱ ▼✳ ❙♦r❡♥s❡♥✱ P✳ ❈❤r✐st✐❛♥✲
s❡♥✱ ❑✳ ❈♦♥r❛❞s❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳❈✳ ❙❝♦tt✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ❢♦r s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ♣❛♥❝r❡❛t✐❝ ✐s❧❡t ♦❢ ❧❛♥❣❡r❤❛♥s✳ ❇✐♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱
✽✵ ✿✶✶✾✺✕✶✷✵✾✱ ✷✵✵✶✳
❬✺❪ ❈✳❊✳ ❆✉❣✉❡t✱ ❆✳ P❡♥❛r❛♥❞❛✱ ❘❛♠✐ré③✲P✐s❝✐♥❛ ❀ ▲✳✱ ❆✳▼✳ ▲❛❝❛st❛✱ ❛♥❞ ■✳❘✳ ❈❛♥t❛❧❛✲
♣✐❡❞r❛✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s♣❛t✐♦t❡♠♣♦r❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❜❛❝t❡r✐❛❧ ❝♦❧♦♥✐❡s✳ P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇
❊✱ ✺✾✭✻✮ ✿✼✵✸✻✕✼✵✹✶✱ ✶✾✾✾✳
❬✻❪ ❆✳▲✳ ❇❛r❞♦✉✱ P✳ ❆✉❣❡r✱ ❛♥❞ ❏✳▲✳ ❈❤❛ssé✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝❛r❞✐❛❝ ❡❧❡❝tr♦✲♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✿ ❢r♦♠ ❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✐s t♦ ✐ts ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♠②♦❝❛r❞✐✉♠✳ ❈r✐t✐❝❛❧
r❡✈✐❡✇s ✐♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✷✹ ✿✶✹✶✕✷✷✶✱ ✶✾✾✻✳
❬✼❪ ❉✳ ❇❛r❦❧❡②✳ ❙♣✐r❛❧ ✇❛✈❡ s♣❡❝tr❛✳ ✇✇✇✳♠❛t❤s✳✇❛r✇✐❝❦✳❛❝✳✉❦✴✄ ❜❛r❦✲
❧❡②✴❘❡s❡❛r❝❤✴s♣✐r❛❧❴s♣❡❝tr❛✴s♣✐r❛❧❴s♣❡❝tr❛✳❤t♠❧✳
❬✽❪ ❉✳ ❇❛r❦❧❡②✳ ▲✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ s♣✐r❛❧ ✇❛✈❡s ✐♥ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ♠❡❞✐❛✳ P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✻✽✭✶✮ ✿✷✵✾✵✕✷✵✾✸✱ ▼❛r❝❤ ✶✾✾✷✳
❬✾❪ ❉✳ ❇❛r❦❧❡②✳ ❊✉❝❧✐❞✐❛♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ r♦t❛t✐♥❣ s♣✐r❛❧ ✇❛✈❡s✳ P❤②s✐❝❛❧
❘❡✈✐❡✇ ▲❡tt❡rs✱ ✼✷✭✶✮ ✿✶✻✹✕✶✻✽✱ ✶✾✾✹✳
❬✶✵❪ ▼✳ ❇♦✉❧❛❦✐❛✱ ▼✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ❏✳❋✳ ●❡r❜❡❛✉✱ ❛♥❞ ◆✳ ❩❡♠③❡♠✐✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦❝❛r❞✐♦❣r❛♠s✳ ■♥ ❋■▼❍ ✷✵✵✼✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱
♣❛❣❡s ✷✹✵✕✷✹✾✱ ✷✵✵✼✳
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